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Yorwort. 

Was die Grieclien in den beiden Zweigen der Mathematik, 
der Geometrie und der Arithmetik, aus eigener Kraft und 
unter Zuhilfenahme der Leistungen anderer Völker geschaffen 
haben, ist uns hauptsächlich in zwei Werken erhalten worden, 
in den Elementen des Euklid und der Arithmetik des 
Diopbant. 

Die Schicksale beider Bücher sind nun ganz verschieden 
gewesen. Die Elemente Euklids wurden zu allen Zeiten bis 
ia die Gegenwart hinein als Grundlage der Geometrie ange- 
sehen und haben in Text- Aus gaben, Übersetzungen und Be- 
arbeitungen die weiteste Verbreitung gefunden. 

Ganz anders das Werk des Diopbant. Im Vergleich 
mit dem, was die Geometrie den Griechen zu verdanken hat, 
sind die Leistungen dieses Volkes in der Algebra nur gering, 
und so konnten die Grenzen, zu denen die Griechen in dieser 
Wissenschaft vorgedrungen waren, bedeutend hinausgerflckt 
werden, sobald man wieder sich einer wahrhaft wissenschaft- 
lichen Thätigkeit zuwandte. Das Werk Diophants selbst hätte 
freilich den Griechen Anregung zu weiterer Forschung geben 
können; aber diese waren, wie ein neuerer Geschichtsschreiber 
treffend sagt, am Ende des IV. Jahrhanderts längst nicht 
mehr das Volk, dem Leben gleichbedeutend war mit E'ort- 
schreiten in Eunst und WiesenschafL Diophants Name war 
von dem Strahlenglanze algebraischen Kuhmes umflossen, und 
doch ist kein griechischer Algebraiker nach ihm aufgetreten, 
der seine Geistesrichtnng verfolgt hätte. Man verstand kaum 
sein Werk, und so erklärt er sich, dafs uns nicht einmal 
Notizen Aber sein Leben hinterlassen sind*), und dals wir 



•) Allee, was wir ober seine persönlichen Verhältnisse wisse 
ist in dem pag. 336 mitgeteilten Epigramm No. 19 enthalten. 
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IV Vorwort. 

von seinen Schriften nur ganz wenige und Überdies verstüm- 
melte Exemplare besitzen. 

Nur ein Grieche, der gelehrte Mönch Maximus Pla- 
nudes, der in der ersten Hälfte des XIV. Jahrhunderts, also 
etwa 1000 Jahre nach Diophant lebte, hat Scholien zu dem 
Werke seines grofaen Landsmannes geschrieben^ er ist aber 
über die beiden ersten Bücher nicht hinausgegangen. Von 
diesen Schollen ist bis jetzt nur eine lateinische Übersetsuug 
veröffentlicht, und zwar von Xjlander, in dessen weiter 
unten zu erwähnender Übersetzung des Diophant. 

Weit früher als die eigenen Landsleute haben sich die 
Araber mit Diophant beschäftigt. Besonders zu nennen ist hier 
Muhammed Äbnl Wafa, geboren 940 zu Buzjan in Persien, 
der von 959 bis zu seinem 998 erfolgten Tode in Bagdad 
lebte und daselbst Mathematik studierte und lehrte. Er ver- 
fafste eine Übersetzung (einen Kommentar?) des Diophant, 
deren Wiederauföndung vom höchsten Interesse sein würde, 
weil eine — freilich nur geringe — Hofihung vorhanden 
ist, dafs Äbul Wafa das Werk Diophants noch in unver- 
stümmelter Gestalt vor Augen gehabt hat, dafs also mittels 
seiner Übersetzung eine Wiederherstellung erfolgen könnte. 
(Vgl. Nesselmann p. 274 ff., Heath p. 23 ff., Cantor p. 637).*) 

Verhältnismäfsig sehr spät ist das Werk Diophants auch 

*) Die wiebtigeren Werke, welche ich bei der Arbeit benutzt 
habe und öfter zn erwähnen haben werde, sind, abgesehen von den 
beiden Test-Ausgaben von Bachet und S. Ferniat und von Xy- 
landera lateinischer Übereetaung, folgende; 

1) Diophantua von Alezandria arithm. Aufgaben nebst dessen 
Schrift Über die Polygon -Zahlen. Aus dem Cirieofaiscben übersetzt 
nnd mit Anmerkungen begleitet von Otto Schulz. Berlin, 1822. 

2) Neaselmann, die Algebra der Oriechen. Berlin, 1842. 

3) Brassinns, Fr^cis des Oeuvres Math, de P, Fermat et de 
l'Aritbm^tique de Diophante. Paris, 1853. 

4) H. Hankel, Zur Geschichte der Mathematik im Altertham 
nnd Mittelalter. Leipzig, 1874. 

6) M. Cantor, Vorlesungen Aber Geschichte der Mathematik. I. 
Leipzig, 1880. 

6) T. L. Heath, Diophantos of Alexandria; a stody in the 
historj of Greek Algebra. Cambridge, 1886. 
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Vorwort V 

nach dem Wiederaufleben der Wisaenachaften in Europa be- 
kannt geworden. Die erste Erwähnung desselben geschah 
von dem deutschen Mathematiker Begiomontanus (Johannes 
Maller, geb. 6. Juni 1436 zu Königsberg in Franken, gestorben 
am 6. Juli 1476 zu Rom), der 1461 nach Italien ging, um 
dort Griechisch zu lernen, und der in diesem Lande eine 
HaudBchrift der Arithmetik Diopbants sah. Ungefähr 100 Jahre 
später spricht ein anderer deutscher Mathematiker, Joachim 
Camerarius, von einer in der Vatikanischen Bibliothek zu 
Rom befindlichen Handschrift des Diophant, und um dieselbe 
Zeit sagt Jacob Peletarius, dafs einige die Erfindung der 
Algebra einem gewissen Griechen Diophant zuschreiben. 

Während die Existenz einer Handschrift des Diophant 
in Rom deutschen Mathematikern seit etwa 1470 bekannt 
war, scheint dieselbe den Italienern selbst unbekannt geblieben 
zu sein. Erst Rafael Bombelli fafste einige Zeit vor 1572 
den Plan, eine Übersetzung zu veröffentlichen. Er legte von den 
drei Handschriften der Vatikanischen Bibliothek diejenige zu 
Grnnde, in welcher die Arithmetik in sieben Bucher geteilt 
ist (die übrigen Handschriften enthalten denselben Stoff in 
sechs Büebem), und hatte im Verein mit einem gewissen 
Pazzi, Lehrer der Mathematik in Rom, bereits 5 Bücher über- 
setzt, als beide wegen anderweitiger Beschäftigung die Arbeit 
liegen liefsen. Im Jahre 157S veröffentlichte sodann Bombelli 
seine Algebra, in welche er die Aufgaben der 4 ersten Bücher 
Diopbants, sowie einige Aufgaben des 5*™ Buches aufnahm, 
so dafs das Verständnis des Diophant dem Bachet, wie 
dieser in der Vorrede zu seiner Ausgabe selbst erklärt, durch 
den Gebrauch des Werkes von Bombelli mehr erleichtert wurde, 
als durch Sylanders Übersetzung. 

Die erste, allerdings noch mangelhafte, aber vollständige 
Übersetzung (in lateinischer Sprache) veröffentlichte 1575 Wil- 
helm Xylander oder Holzmann aus Augsburg, seit 155S 
Professor in Heidelbei^, nach einer dem kaiserlichen Gesandten 
am polnischen Hofe Andreas Dudicius gehörenden Handschrift, 
welche nach der Ansicht des Herrn P. Tannerj mit der jetzt 
in Wolfenbüttel befindlichen identisch ist. Diese Übersetzung 
ist ungemein selten geworden. Nesselmann, einer der be- 
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Vi Vorwort. 

deutendBten Schriftsteller Qber Diophant, sagt (p. 258), dafs 
es ihm nicht gelnngeu sei, ein Exemplar zu Gesiebte zu be- 
kommen. Heath (p, 49) preist sein GlQck, ein Exemplar in 
der Bibliothek des Trinity College zq Cambridge gefunden zu 
haben. Desselben Glückes kann ich mich rühmen: die hiesige 
Stadtbibliothek, die seit Anfang dieses Jahrhunderts die Än- 
BchafiTung mathematischer Bücher eitigeet«llt bat, besitzt aus 
der besseren alten Zeit noch eine Ang^ uh l wertroUer mathe- 
matischer Werke, darunter X;landers tTbersetztmg des 
Diophant. 

Die erste Text-Ausgabe (mit lateinischer Übersetzung und 
vielen Zusätzen nnd Erläuterungen) verdanken wir dem aus- 
dauemden Fleifse des Claude Gaapar Bachet, Sieur de M^- 
ziriac, der trotz körperlicher Leiden aller Schwierigkeiten, 
welche die Arbeit bot, Herr zu werden wurste. Bachet, dem wir 
auch die Auflösung der Gleichung ax-\-bi/^c in ganzen Zahlen 
X, y verdanken (Aufgaben, welche zu solchen Gleichungen 
führen, heifsen diophantische, obwohl sich in Diophants 
Schriften keine einzige der Art vorfindet) veranstaltete seine 
1621 in Paris erschienene Ausgabe nach einer Handschrift der 
köuigl. Bibliothek zu Paris, welche er mit noch zwei anderen 
Handschriften vei^lich. Er ging nur zögernd an die Yer- 
ÖfFentlichung seines grofsen Werkes; er wollte erst sehen, 
welche Aufnahme seine Arbeit finden würde, und deshalb liefs 
er 1612 als „avant-coureur" des Diophant seine „Problfemes 
plaisants et delectables qui se fönt par les nombres" erscheinen, 
ein mit greisem Beifall aufgenommenes Büchlein, welches in 
den letzten Jahren mehrfach neu aufgelegt worden ist. 

Einen neuen, aber mit sehr wenig Sorgfalt hergestellten 
Abdruck der Bachet'schen Ausgabe veranstaltete 8. Fermat 
(Toulouse, 1670), der Sohn des grofsen Mathematikers P.Fermat, 
mit den Randbemerkungen dieses letzteren. Seit dieser Zeil 
ist keine Text- Ausgabe erschienen. Hoffentlich wird Herr 
P, Tannery in Paria, der sich seit Jahren mit der Revision 
des Textes beschäftigt, bald in der Lage sein, diese Lücke 
auszufallen. 

Ins Deutsche wurde Diophants Schrift über Polygonal- 
zahlen von Poselger übersetzt (Leipzig,*' 1810), die Arithmetik 
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von 0. Schutz (Berlin, 1832). Das letztere mit der gröfsten 
Gewiasenliaitigkeit gearbeitete Werk, dem auch Poaelgers 
Übersetzmig beigefügt worden ist, ist sprachlich etwas ver- 
altet tmd überdies selten geworden, so dafs schon aus änfaeren 
Gründen die Veranstaltmig einer neuen deutschen Ausgabe 
für wünschenswert erscheinen mufate. Freilich würde ich da- 
mit bis zum Erscheinen der neuen Text-Ausgabe des Herrn 
P. Tannery gewartet haben, wenn dieser mich nicht selbst 
versichert hätte, dafs seine B.eviaion des Textes keine erheb- 
liche Änderung des Inhalts ergeben habe. 

Von einer zusammenfassenden Wiedergabe der mannig- 
fachen Forschungen der neueren Zeit Über Diophaut und 
seine Schriften mufste ich hier absehen. Ich will dem Leser 
nur das vorfÖhren, was tins von Diophant erhalten ist. Die 
Untersuchungen über die Endung seines Namens; die Versuche, 
die man gemacht hat, die Zeii^ ta der er lebte, in möglichst 
enge Grenzen einzuschliefsen; die Mutmafsaugen -über das 
Verhältnis der verlorenen zu den erhaltenen Teilen seiner 
Werke, über den Inhalt der verlorenen Schriften, über die 
Zeit, zu welcher die Verstümmelung erfolgte; die Erörte- 
rungen dfirüber, ob Diophant selbständig gearbeitet oder 
vielleicht auf uns imbekanntem Wege in den Besitz der 
von den Indem entdeckten mathematischen Wahrheiten ge- 
langt sei; alle diese Funkte mufsten hier übergangen werden. 
Denn der Natur der Sache nach liegt das Hauptinteresse 
dabei nicht in den immer mehr oder weniger fraglich bleiben- 
den Ergebnissen, sondern in dem Gange der Untersuchung 
selbst^ und daher würde ein Eingehen darauf hier zu weit ge- 
führt haben. Ich verweise in dieser Beziehung auf die oben 
erwähnten Werke, in denen alle diese Fragen mit gröfserer 
oder geringerer AusfBhrlichkeit behandelt worden sind. 

Was nun meine Arbeit betrifft, so mufste allerdings die 
korrekte Wiedergabe des Inhalts die Hauptsache sein; ich 
habe aber, soweit dies mit dem Geiste unserer Sprache ver- 
träglich war, eine treue Übersetzung gegeben, da nur bei 
einer solchen die Eigentümlichkeiten des Originals unver- 
wischt bleiben. 

Meine Anmerkungen sind für Leser bestimmt, die sich 
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nur wenig mit Mathematik beschäftigt haben. Ich habe hier 
und da durch kurze, in den Text eingeschobene und in eckige 
Klammern gesetzte Bemerkungen das Verständnis zu erleich- 
tem gesucht, auch^ia vielen Fällen die Aufgabe allgemein 
gelöst, besonders wenn nur dadurch eine Würdigung der von 
Diophant gegebenen Determination der Aufgabe zu erzielen 
war; endlich habe ich bei manchen Aufgabeu, deren Lösung 
mir verwickelt schien, den Gang dieser Lösung kurz und all- 
gemein wiederholt. 

Die Zusätze and Bemerkungen P. Fermats, auch die min- 
der wichtigen, habe ich vollständig Übersetzt, und ich glaube, 
dafs diese Zugabe schon aus dem Grunde nicht unwillkommen 
sein wird, weil die Fermat'sehe Ausgabe so fiberaug selten und 
Brassinne's französische Übersetzung jener Zusätze eine ziem- 
lich mangelhafte ist. Dafs die von der französischen Kegierung 
1843 beschlossene Veranstaltung einer neuen Ausgabe von 
Fermats Werken, zu welcher die Kammer bereits das Geld 
bewilligt hatte (Fran9oi8 Ari^o, Oeuvres, III, p. 517fiF.), unter- 
blieben ist, dals wir in Betreff der Varia Opera Mathematica 
auf den von R. Friedländer u. Sohn in Berlin hergestellten 
Neudruck ai^ewiesen sind, während die Diophant-Ausgabe mit 
den zum Teil doch so wertvollen Anmerkungen Fermats ganz 
zu verschwinden droht, ist höchst bedauerlich, und es wäre 
wirklich von Interesse, die Grttnde zu erfahren, aus denen 
die bereits bewilligten Gelder wieder in die Staatskasse 
geflossen sind und der grofse Gedanke, die seltenen oder 
noch nicht herausgegebenen Werke der berühmten franzö- 
sischen Mathematiker auf Staatskosten zu veröffentlichen, auf- 
gegeben ist. 

Die allgemeinen Bemerkungen , die sich beim Studium 
des Diophant aufdrängen (über negative und irrationale Zahlen, 
über die Auflösung der gemischt-quadratischen Gleichung, über 
verschiedene Sätze der Zahlentheorie, u. s. w.) habe ich aus 
pädagogischen Gründen — der Leser verzeihe den Ausdruck — 
nicht in einer Einleitung sämtlich nach einander abgehandelt, 
sondern ich habe über jeden Punkt das Erforderliche an der 
Stelle gesagt, wo sich zum ersten Male Gelegenheit dazu bot. 
Ein kurzes Register wird die Auffindung erleichtem. 
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Im Anhang behandle ich noch kurz die figurierten 
Zahlen, um dem Leser, welchem der Gegenstand fremd ist, 
das Studium von Diophants Schrift über die Folygonalzahlen 
EU erleichtern; ferner gebe ich Lagrange's Beweis des Satzes 
über die Zerlegbarkeit der Zahlen in vier oder weniger Qua- 
drate. Endlich füge ich noch die arithmetischen Epigramme 
der griechischen Anthologie und das Rindeiproblem des Archi- 
medes bei. 

Frankfurt a. M., im September 1890. 
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Drockfehlst. 
Seite 234, Zeile 3 von unten lies ^ ■ 6' etatt ^ ■ 6. 
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Einleitung. 

Dg icli sehe, geeintester Bionysius, daTs du eifrig bemüht 
bist, die Lösmig arithmetischer Aufgaben zu erlernen, so habe 
ich Yersucht, dir daa Verfahren wiaeenaohaftlich darznstellen. 
Ich beginne dabei mit der Betrachtung der Natur und der 
Beschaffenheit der Zahlen, da hierauf die ganze Sache beruht. 

Der Gegenstand wird dir vielleicht schwierig erscheinen, 
da er dir noch ganz fremd ist, und Anfänger haben ja immer 
wenig Hofinung auf Erfolg. Aber bei deinem Fleifse und 
durch meine Darstellung wird dir die Sache leicht iafslich 
werden; denn schnell lernt man, wenn Eifer und Unterweisung 
zusammenkommen. 

I. 

Jede Zahl ist, wie du unter anderem weifst, aus einer 
gewissen Menge von Einheiten zusammengesetzt; daraus geht 
hervor, dars dieselbe unbegrenzt zunehmen kann. Unter den 
Zahlen befinden sich nun: 

Quadratzablen {tEtgäyotvog), d.h. Zahlen, welche ent- 
stehen, indem man eine Zahl, die dann die Seite des Quadrats 
genannt wird, mit sich selbst multipliziert; femer 

Eubikzahlen, die entstehen, wenn man eine Quadrat- 
zahl mit ihrer Seite multipliziert; weiter 

Biquadratzablen, die aus der Multiplikation von Qua- 
draten mit sich selbst heryoi^ehen; dann 

Quadrato-Kubikzahlen, die man erhSlt, indem man 
eine Quadratzahl mit der Eubikzahl derselben Seite multipli- 
ziert; endlich 

Kubo-Kubikzahlen, die sich durch Multiplication einer 
Eubikzahl mit sich selbst ei^eben. 
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2 Einleitnng. 

Indem man nun die Summe oder die Differenz oder das 
Produkt oder das Yerhältnis dieser Zahlen zu einander be- 
trachtet, oder das Verhältnis entweder jeder einzelnen oder 
einer beliebigen Anzahl derselben zu ihren Seiten ins Auge 
fafst, lassen sich eine Menge arithmetischer Aufgaben bilden, 
die jedoch auf dem Wege, den ich dir zeigen will, ihre 
Losung finden. 

IL 

£s ist festgesetzt und gebräuchlich geworden, dafs jede 
dieser Zahlen, nachdem sie eine kürzere Benennung erhalten 
hat, als Element der arithmetischen Betrachtung diene*). 

Das Quadrat (dvvafug) der Unbekannten wird durch ein 

3 mit [rechts oben] dazu gesetztem v, also durch d^ bezeichnet. 
Durch Multiplikation dea Quadrats mit seiner Seite entsteht 
der Eubus (xvßog), der durch ein x mit dazu gesetztem v, 
also durch x" bezeichnet wird. Wird das Quadrat mit sich 
selbst multipliziert, so entsteht das Biquadrat (ßwanoäv- 
va(iig), welches durch Öd mit beigefQgtem v, also durch dS" 
bezeichnet wird. Durch Multiplikation eines Quadrats mit dem 
Kubus derselben Seite entsteht der Quadrato-Eubus (^Swa- 
(ioxvßog), dessen Zeichen Sx mit einem beigefügten ö, also 
dx" ist. Endlich erhält man durch Multiplikation des Kubus 
mit sich selbst den Kubo-Kubus (xvßöxvßos), der das Zeichen 
XX mit beigefügtem v, also xx^ hat. 

Eine Zahl, welche keine dieser Eigenschaften besitzt, son- 
dern blofs eine unbekannte Anzahl von Einheiten enthält, wird 
einfach eine Unbekannte (Sloyos äptdfiog) genannt und mit 
g bezeichnet'*). 

Auch fQr die bestimmten Zahlen giebt es ein unyer- 
änderliches Zeichen, das von dem Ausdrucke für die Einheit 
(fiofag) hergenommen ist, nämlich (i mit beigefQgtem ö, also (i'. 



*) Dieser Satz ist auffallender Weise von Baobet weggelassen 
worden. Xylanders Übersetzung enthält ihn. Der Test lantet nach 
der Wolfenbütteler Handschrift: 'Eäoxifiäa^ ow ?xaatog tovtov 
liÖv ä^t&näv, avvTOfUätiQav imaw^av xcjioäfievog , atoi%eiov r^g 

**) Über die Erklärung dieses Zeichens lese man Heath, 
p. 57 ff. nach. 
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Einleitung. 3 

HL 

Wie mau die bestimmten BrQcIie nach ihren Nennern be- 
nennt (Drittel nach der Zahl 3, Viertel noch 4), eo sollen auch 
die Brüche, welche die oben definierten allgemeinen Ausdrücke 
zu Nennern haben, nach diesen Ausdrücken benannt werden. 
Ein Bruch, dessen Nenner die unbekannte Zahl («Qt^fiog) 
selbst ist, soll ein einfacher Bruch (äpt^ftotfiov) heilsen. 
Ist der Nenner das Quadrat der Unbekannten, so nennen wir 
den Bruch einen quadratischen (ßwafioOtöv); ebenso wird 
ein Bruch beziehungsweise ein kubischer (xvßotStöv), ein 
biquadratiacber {$vvap.odwa(ioot6v), ein quadrato-kubi- 
scher {dwa(toxvßoeröv) oder ein kubo-kubischer (xvßoxv- 
ßoeröv) genannt, je nachdem sein Nenner den Kubus, das Bi- 
quadrat, den Quadrato-Eubus oder den Eubo-Kubas der Un- 
bekannten enthält. 

Jeder solche Bruch erhält das Zeichen der ihm ent- 
sprechenden allgemeinen Zahl, und zur Unterscheidung wird 
diesem Zeichen ein Strich angefügt*). 

*) Die numerischen Brüche bezeichnet Diopbant in der 
Weise, dafs er neben den Zähler den Nenner so schreibt, wie wir 
einen Exponenten achreiben würden, und über den letzten Bach- 
staben des Nenners einen Circnmflex setzt. 

Beispiele: jg = V*. J = t , ^ = ""* ' 

Sind ZSbler und N^euoer grofse Zahlen, so wird zuweilen hinter 
den Zähler Iv ^9^01 oder fioQiov und dann der Nenner geschrieben, 

iU^tfi» äwäfuag ä. 
Bemerkenswert ist die Schreibweise der aufsteigendeu Eettenbrüche, 



Von den algebraischen Brüchen sind die einlaqhBten die- 
jenigen, in welchen der Nenner eine Potenz der Unbekannten ist 
Bei diesen werden die Nenner äg oder Sov ä (Endong des 
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IV. 

Nachdem ich dir die Benennang der einzelnen Zahlen 
aus einander gesetzt habe, wende ich mich zu den Mnltipli- 
kationen derselben; diese werden dir um so leichter verständ- 
lich sein,' als sie. eben durch die gewählte Benennung schon 
im voraus deutlich gemacht sind. 

Die Unbekannte giebt, mit sich selbst multipliziert, das 
Quadrat; mit dem Quadrate multipliziert, den Kubus; mit dem 
Eubus multipliziert, das Biquadrat; mit dem Biquadrat mul- 
tipliziert, den Quadr^to-Eubns; mit dem Quadrato-Eubus mul- 
tipliziert, den Kubo-Kubns. 

Das Quadrat der Unbekannten giebt, mit sich selbst 
multipliziert, das Biquadrat; mit dem Kubus multipliziert, den 
Quadrato-Eubus; mit dem Biquadrat multipliziert, den Eubo- 
Kubus. 

Endlich giebt der Kubus der Unbekannten, mit sich selbst 
multipliziert, den Kubo-Kubus. 

V. 
Jeder dieser allgemeinen Zahlenausdrücke liefert^ mit einem 
ihm gleichnamigen Bruche multipliziert, eine bestimmte Zahl. 



Oenitivs von v^i^ftotfrov), ^v . ä u. s. w. so geschrieben, als w&ren 
ea bestimmte Zahlen. 

Beispiele: — = k^"" ", 15 H j- ^ fi'tt %al t""", 

Ist der ZShler schon ein Bruch, so werden die Aoadrücke a^iQ- 
(tcoröv n. s. w. in der Begel unverkürzt geschrieben, 

ei- , _ , 

z.B. — f + ^T'^* — 25 = Svvtt(ioazov <S . aP 

Wenn der Nenner ein zusammengesetzter Ausdruck ist, so wird 
wieder iv fu>^ oder (wfflov zwischen Zähler und Kenner gesetzt, 
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VI. 
Da jede bestimmte Z&hl miTeränderlich ist imd immer 
bleibt, 8o giebt auch ihre Multiplikation mit irgend einem 
allgemeinen Anadrucke wieder einen Ausdruck derselben Art. 

VII. 

Wenn Brüche, deren Nenner allgemeine Ausdrücke sind, 
mit einander multipliziert werden, so entstellt ein Bmch, dessen 
Nenner das Produkt der Nenner dieser allgemeinen Ausdrücke 
ist. So liefert ein einfacher Bruch, mit einem einfachen mul- 
tipliziert, einen quadratischen; mit einem quadratischen mul- 
tipliziert, einen kubischen; mit einem kubischen multipliziert, 
einen biquadratischen; mit einem biqnadratischen multipliziert, 
einen quadrato-kubiachen; mit einem quadrato-kubischen mul- 
tipliziert, einen kubo-kubischen; so dafs also der Nenner des 
Produkts immer das Produkt der Nenner ist. 

Ebenso bringt ein quadratischer Bruch, mit einem ein- 
fachen multipliziert, einen kubischen hervor; mit einem qua- 
dratischen multipliziert, einen biquadratischen; mit einem 
kubischen multipliziert, einen quadrato-kubischen; mit einem 
biquadratischen multipliziert, einen kubo-kubischen. 

Ein kubischer Bruch liefert, mit einem einfachen mul- 
tipliziert, einen biquadratiachen; mit einem quadratischen mul- 
tipliziert, einen quadrato-kubischen; mit einem kubischen 
multipliziert, einen kubo-kubischen. - 

Ein 'liiquadratischer Bmch giebt, mit einem ein&chen 
Bruche multipliziert, einen quadrato-kubischen; mit einem qua- 
dratischen Bruche multipliziert, einen kubo-kubischen. 

Endlich liefert ein quadrato-kubischer Bruch, mit einem 
einfachen multipliziert, einen kubo-kubischen. 

vin. 

Weiter liefert ein ein&cher Bruch, mit dem Quadrat mul- 
tipliziert, die unbekannte Zahl selbst; mit dem Kubus mul- 
tipliziert, das Quadrat; mit dem Biqnadrat multipliziert, den 
Kuhns; mit dem Quadrato-Kubus multipliziert, das Biqnadrat; 
mit dem Kubo-Kubus multipliziert, den Quadrato-Kubus. 
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Ein quadratisclier Brach liefert, mit der Unbekaniiteii 
multipliziert, einen einfachen Brnch; mit dem Enbus mul- 
tipliziert, die Unbekannte; mit dem Biquadrat maltipliziert, 
das Quadrat; mit dem Quadrato-Kubus multipliziert, den Kubus; 
mit dem Kubo-Kubus multipliziert, Jas Biquadrat. 

Ein kubischer Bruch liefert, mit der Unbekannten mul- 
tipliziert, einen quadratischen Bruch; mit dem Quadrat mul- 
tipliziert, einen einfachen Bruch; mit dem Biquadrat multipli- 
ziert, die Unbekannte; mit dem Quadrato-Kubus multipliziert, 
das Quadrat; mit dem Kubo-Kubua multipliziert, den Kubus. 

Ein bi quadratisch er Bruch liefert, mit der Unbekannten 
multipliziert, einen kubischen Bruch; mit dem Quadrat mul- 
tipliziert, einen quadratischen Bruch; mit dem Kubus multipli- 
ziert, einen einfachen Bruch: mit dem Quadrato-Kubus mul- 
tipliziert, die Unbekannte; mit dem Kubo-Kubus multipliziert, 
das Quadrat. 

Ein quadrato -kubisch er Bruch liefert, mit der Unbekannten 
multipliziert, einen bi quadratischen Bruch; mit dem Quadrat 
multipliziert, einen kubischen Bruch; mit dem Kubus multipli- 
ziert, einen quadratischen Bruch; mit dem Biquadrat multipli- 
ziert, einen einfachen Bruch; mit dem Kubo-Kubus multipli- 
ziert, die Unbekannte. 

Ein kubo-kubischer Bruch endlich liefert, mit der Un- 
bekannten multipliziert, einen quadrato-kubischen Bruch; mit 
dem Quadrat multipliziert, einen biquadratischen Bruch; mit 
dem Kubus multipliziert, einen kubischen Bruch; mit dem 
Biquadrat multipliziert, einen quadratischen Bruch; mit dem 
Quadrato-Kubus multipliziert, einen einfachen Bruch. 

IX. 
Eine abzuziehende Zahl {iet^tg), mit einer abzuziehenden 
multipliziert, giebt eine hinzuzufügende (vaa^^isy, eine abzu- 
ziehende Zahl dagegen, mit einer hinzuzufügenden multipliziert, 
giebt eine abzuziehende Zahl. Das Zeichen der Subtraktion 
ist 'T' (ein verstümmeltes und umgekehrtes t)*) 

*) Dies ist das einzige Operationszeichen, welches Diophant 
anwendet. Zahlen, die addiert werden sollen, stellt er einfach neben 
einander; Multiplikation und die Übrigen Bechnungsarten werden 
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X. 

Nachdem icli dir die Multipliliatioii der allgemeineii Aus- 
drücte {tldog) erläutert habe, werden dir die Divisioneii der- 
selben einleuchtend eein. Gut ist es nun, ehe man weiter 
geht, sich tüchtig in der Addition, Subtraktion und Multipli- 
kation dieser Ausdrücke zu übeli. Besonders muTs man es 
verstehen, Ausdrucke von hin zuzufügenden und abzuziehenden 
Gliedern, die ungleiche Xoeffizienten haben, zu anderen Aus- 
drücken, die entweder nur hinzuzufügende oder teils hinzu- 
zufügende teils abzuziehende Glieder enthalten, zn addieren. 
Ebenso mufs man von einem Ausdruck mit hinzuzufügenden 
und abzuziehenden Gliedern andere Ausdrücke subtrahieren 
können, die entweder nur hinzuzufügende, oder teils hinzu- 
zufügende teils abzuziehende Glieder haben. 

XI. 
Wenn nun bei irgend einer Aufgabe dieselben allgemeinen 
Ausdrücke auf beiden Seiten der Gleichung, aber mit ungleichen 
Koeffizienten stehen, so mufs man Gleiches von Gleichem sub- 
trahieren, bis zuletzt ein eingliedriger Ausdruck einem andern 
gleichgesetzt ist. Sollten irgend welche allgemeinen Ausdrücke 
auf einer Seite oder auf beiden Seiten als abzuziehende Zahlen 
stehen, so mufs man dieselben auf beiden Seiten addierefi, so 
daTa auf jeder Seite nur hinzuzufügende Zahlen sieb befinden. 
Darauf hat man wieder Gleiches von Gleichem zu subtrahieren, 



durch Worte ausgedruckt, um allzu grofse Weitläufigkeiten im 
Ausdruck zu vermeiden, ist in der Übersetzung das Zeichen -|- 
überall, das Zeichen der Multiplikation ■ hin und wieder angewandt 
worden. Was die Form und Entstehung des Zeichens T betrifft, 
80 sei auf Heath, p. 71 ß. verwiesen. Übrigens sei hier schon 
bemerkt, dafs Diophant negative Zahlen als solche nicht kennt. 
Das Zeichen T^, für welches in der Übersetzung — gesetzt ist, ist 
ihm nichts anderes als ein Subtraktionszeichen. Bei zusammen- 
gesetzten Ausdrücken stellt er die positiven Glieder voran und 
lä£at dann alle negativen folgen; vor das erste der letzteren schreibt 
er das Zeichen 'P. Ein allein stehendes snbtraktives Qtied kommt 
nirgend vor. Aus diesem Grunde habe ich in der Übersetzung 
die Ausdrücke positiv und negativ vermieden und dafür — der 
Sache entsprechend — hinzuzufügend und abzuziehend gesagt. 
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bis auf jeder Seite nur ein Ausdruck Qbrig ist. In dieser 
Weise Trird so lange mit dem Ansätze der Aufgaben verfahren, 
bis wo möglich auf jeder Seite nur ein Glied sich befindet. 
Später werde ich .dir auch noch zeigen, wie die Aufgabe ge- 
löst wird, wenn zuletzt ein zweigliedriger Ausdruck einem 
eingliedrigen gleich ist*). 

Jetzt wollen wir uns za den Aufgaben selbst wenden, zu 
deren Lösung die Ergebnisse, welche die Betrachtung der all- 
gemeinen Zahlenausdrücke geliefert hat, einen breiten Weg 
geschaffen haben. Da es aber sehr viele und sehr grofse 
Zahlen giebt, und sie daher nur schwer von den Lernenden 
erfafst und im Gedächtnis behalten werden, so habe ich es 
fSr gut befunden, alles, was eine solche Ausscheidung ge- 
stattet, und besonders das zu den Elementen Gehörende zuerst 
zu behandeln und dabei, wie es sich gebührt, vom Einfacheren 
zum Schwierigeren überzugehen. Auf diese Weise wird alles 
dem Anfänger leicht zugänglich werden, und das Verfahren 
wird sich seinem Gedächtnisse einprägen. 

leb werde deshalb den Gegenstand in 13 Büchern behandeln. 



*) Damit is^ unzweifelhaft die AuflSsuiig der gemiBcht-qua- 
dratischen Gleichung gemeint, die sich übrigens in den uns er- 
haltenen Schriften Diophants nicht vor&idet. 
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Wird die kleinere Zahl gleich x gesetzt, so wird die gtÖfBere 
3x sein, denn bei dieser Annahme ist sie das Dreifache der 
kleineren. Ea erübrigt noch, dafs die Summe beider Zahlen 
gleich 60 sei. Diese Summe ist aber Ax. Daher ist 

437 = 60, 
folglich 

« = 15. 
Die kleinere Zahl wird somit 15, die gröfsere 45 sein. 



3. Aufgabe, Eine gegebene Zahl eo in zwei Zahlen 
zu teilen, dafs die eine um eine gegebene Zahl gr&fser 
sei als ein vorgeschriebenes Vielfache der anderen. 

AnflÖsnng. Es sei aufgegeben, 80 so in zwei Zahlen zu 
teilen, dafs die grdfsere um 4 gröfser sei als das Dreifache 
der kleineren. 

Wird die kleinere Zahl gleich x gesetzt, so ist die gröfsere 
3a; + 4; denn dann. beträgt die gröfeere 4 mehr als das Drei- 
fache der kleineren. Es erflbrigt noch, dafs die Summe beider 
Zahlen gleich 80 sei. Die Summe beider ist aber 4a; + 4; 
es mufs also 

4a; + 4 = 80 
sein. Wird jetzt Gleiches von Gleichem subtrahiert, so bleibt 

4a:=~^6, ■ 
und man erhält 

a;=19. 
Wird dieser Wert in die Ausdrücke für die gesuchten Zahlen 
eingesetzt, so erhält man für die kleinere Zahl 19, für die 
gröfsere 61. Um diese letztere zu finden, mufs man zum Drei- 
fachen der kleineren Zahl die 4 Einheiten addieren, welche 
wir von 80 subtrahiert hatten, um den Wert von x zu er- 
mitteln. Diese vier Einheiten sind der gröfseren Zahl zu- 
zuschreiben, wenn die Gröfse Ton x bestimmt ist. 

4. Aufgabe. Zwei Zahlen zu ermitteln, die in einem 
gegebenen Yerhältnis stehen und zugleich eine ge- 
gebene Differenz haben. 

Anflösnng. Es wird verlangt, dafs die gröfsere Zahl das 
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FQnffache der kleineren sei, und dafs der Unterschied beider 
Zahlen 20 betrage. * 

Wird die kleinere Zahl gleich x gesetzt, so wird die 
gröfsere gleich 5a: sein. En erübrigt noch, dafs die Differenz 
zwischen 5x und x gleich 20 eei. Diese Differenz ist aber 4x; 
also ist 

ix = 20, 
und daraus folgt 

x^5. 
Es ergiebt sich also för die kleinere Zahl 5, fflr die gröfsere 25; 
bei dieser Annahme ist in der That die gröfsere Zahl das Fünf- 
fache der kleineren und die Differenz beider Zahlen gleich 20. 



6. Anfgabe. Eine vorgelegte Zahl so in zwei Zahlen 
zu teilen, dafs ein vorgeschriebener Teil der ersteren, 
addiert zu einem gleichfalls vorgeschriebenen, aber 
anderen Teile der zweiten Zahl, eine gegebene Summe 
liefere. 

Die gegebene Summe mufs jedoch zwischen den 
beiden Zahlen liegen, die entstehen, wenn man von 
der vorgelegten Zahl die beiden vorgeschriebenen 
(nicht identischen) Teile nimmt*). 

ÄnflÖsnBg. Eb sei aufgegeben, die Zahl 100 so in zwei 
Zahlen zu teilen, dafs ein Drittel der ersteren, vermehrt um 
ein Fünftel der zweiten Zahl, gleich 30 sei. 

Ich setze ein Fünftel der zweiten Zahl gleich x, so wird 



") Diese Bedingung mufs Diophant stellen, damit negative 
Zahlen, die Sir ihn nicht esistieren, vermieden werden. Stellt 
man nämlich die allgemeine Aufgabe: „Eine Zahl a so in zwei 
Zahlen zu zerlegen, dafa der m'° Teil der ersteren, vermehrt um 
den n*™ Teil der zweiten, die Summe b gebe", so hat man die 
Gleichung 

s + ^ - ' 

zu lösen und erhält 

damit nun sowohl x wie a — x positiv sei, mufs offenbar bn"^ a 
und zugleich bm^ a sein, d. h. b mufs zwischen — und — liegen. 
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diese selbst öx sein. Das Brittel der ersteren Zahl ist nun 
30 — X, diese Zahl selbst also 90 — Sx. Es erübrigt noch, 
dafs die Siunme beider Zahlen 100 werde. Beide Zahlen geben 
aber zDsammen 2a; + 90. Es ist also 
2iB + 90 = 100. 
Subtrahiert man Gleiches von Gleichem, so bleibt 

2a; = 10; 
somit ist 

x = 5. 
Nun hatten wir ein Fünftel der zweiten Zahl gleich x gesetzt, 
und da X >= 5 ist, so ist die zweite Zahl 35. 

Ferner war ein Drittel der ersteren Zahl 30 — x, d. i. 25, 
folglich ist die erstere Zahl selbst 75, so dafs also in der That 
ein Drittel der ersten und ein Fünftel der zweiten Zahl die 
vorgeschriebene Summe 30 haben. 



6, Aufgabe, Eine vorgelegte Zahl so in zwei Zahlen 
zu teilen, dafs ein vorgeschriebener Teil der ersteren 
einen vorgesehriebenen Teil der zweiten um eine ge- 
gebene Zahl übertreffe. 

Diese letztere Zahl mufs jedoch kleiner sein, als 
die Zahl, welche maii erhält, wenn man die zu teilende 
gegebene Zahl durch den Nenner des gröfserenBruches 
dividiert*). 

Anflösnng. Es sei aufgegeben, die Zahl 100 so in zwei 
Zahlen zu zerlegen, dafs ein Viertel der ersteren um 20 grbfser 
sei, als ein Sechstel der zweiten. 



*) Auch diese Bedingung schliefst negative Antworten aus. 
Die allgemeine Aufgabe führt nämlich zu der Gleichung 



diese liefert für die gesuchten Zahlen die Werte 

"- n + „ • ° ' ». + » ' 

and damit der letztere positiv Bei, mufs 6m<a, d.i.ö< — voraus- 
gesetzt werden. 
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Ich setze ein Sechstel der zweiten Zahl gleich x, bo ist 
diese selbst Gx. Der vierte Teil der ersten Zahl wird dioin 
X -|- 20, sie selbst folglich ix -j- 80 sein. Es sollen nun noch 
beide Zahlen znr Summe 100 haben. Ihre Summe ist sber 
10a: + 80. Somit ist 

10« + 80 = 100. 
Subtrahiert maa Gleiches Yon Gleichem, so bleibt 

10« = 20, 
and daraus folgt 

a; — 2. 
Nun hatte ich ein Sechstel der zweiten Zahl gleich x gesetzt; 
die zweite Zahl ist daher 12. Femer ist ein Viertel der ersten 
Zahl X ■{- 20, d. i. 22, die erste Zahl selbst also 88. 

Für diese Werte ist in der That ein Viertel der ersten 
Zahl um 20 gröber als ein Sechstel der zweiten, und zugleich 
haben beide die vorgelegte Zahl zur Summe. 



7. Aufgabe. Es sollen von derselben Zahl zwei ge- 
gebene Zahlen subtrahiert werden, so dafs die Beste 
in einem gegebeneu Verhältnis zu einander stehen. 

AoflÖsimg. Es wird verlangt, deis man von derselben 
Zahl 100 und 20 subtrahiere, und dafs der gröfsere Rest das 
Dreifache des kleineren sei. 

Wir setzen die gesuchte Zahl gleich x. Wird von der- 
selben 100 subtrahiert, so bleibt x — 100, und wird von der- 
selben 20 subtrahiert, so bleibt x — 20. Nun soll der gröfsere 
Rest das Dreifache des kleineren, folglich das Dreifache des 
kleineren gleich dem gröfseren sein. Wenn man aber den 
kleineren Rest 3mal nimmt, so erhält man 3x — SOO. Also soll 

3a: — 300 ■= a: — 20 
sein. Wird die [gröfsere] abzuziehende Zahl beiderseits addiert, 
so erhält man 

3a: — a; + 280 , 
und wenn man Gleiches von Gleichem subtrahiert, 

2a; = 280; 
also ist 

X = 140. 



DiclzedbyGoOgle 



14 L Buch. 

Nun hatte ich die gesnchte Zahl gleich x gesetzt. Diese ist 
somit 140. Wird davon 100 subtrahiert, so bleibt 40; sub- 
trahiert man aber 20, so bleibt 120, and der gröfsere Reat 
ist das Dreifache des kleineren. 



8. Aufgabe. Zn zwei gegebenen Zahlen eine and die- 
selbe Zahl zn addieren, so dafs die erhaltenen Summen 
in einem gegebenen Verhältnis zu einander stehen. 

Es muTs jedoch dieses Verhältnis kleiner sein als 
dasjenige, in welchem die gröfsere der beiden ge- 
gebenen Zahlen zur kleineren steht*). 

Anflösmig. Es soll zu 100 und zu 20 eine und dieselbe 
Zahl addiert werden, die so gewählt ist, dafs die erhaltene 
gröfsere Summe das Dreifache der kleineren sei. 

Wir setzen die Zahl, welche zu jeder der gegebenen 
Zahlen addiert werden soll, gleich x; wird dieselbe zu 100 
addiert, so erhält man x + 100; wird dieselbe zu 20 addiert, 
so erhält man x -f- 20. Nun soll die gröfsere Zahl das Drei- 
fache der kleineren, also das Dreifache der kleineren gleich 
der gröfseren sein. Da das Dreifache der kleineren Zahl 
3a; + 60 ist, so wird 

3a; + 60 = a; + 100 
sein. Wird jetzt Gleiches von Gleichem subtrahiert, so bleibt 

2« = 40, 
also wird 

3; = 20. 

Nun hatte ich die Zahl, welche zu jeder der gegebenen addiert 
werden mufa,' gleich x gesetzt. Für diese Zahl erhalten wir 
somit 20. Wenn man 20 zu 100 addiert, so ergiebt sich als 



•) Sind a, b die gegebenen Zahlen, m die gegebene Ver- 
haltniBzahl und « > 6, so liefert die Gleiohnag . 'J_ ■» m für 
die gesuchte Zahl x den Wert x ^ — ^rr- , und damit dieser 
positiv sei, mnfs Öm < a, also *» < ^ angenommen werden. 
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Summe 120; wird 20 zu 20 addiert, bo erhält man 40, und 
die ^5faere dieser beiden Sammeii ist wirklich das Dreifache 
der kleineren. 

9. Aufgabe. Von zwei gegebenen Zahlen eine und 
dieselbe Zahl zu subtrahieren, bo dafs die erhaltenen 
Reste in einem gegebenen Verhältnis zu einander 
stehen. 

Es mufa' jedoch dieses Verhältnis grSfser sein 
als das VerhältniSj in welchem die gröfsere der beiden 
gegebenen Zahlen zur kleineren steht*). 

Anflösimg. Es soll von 20 und von 100 eine and dieselbe 
Zahl subtrahiert werden, die so gewählt ist, dais der gröfsere 
Rest das Sechsfache des kleineren sei. 

Die Zahl, welche von jeder der beiden gegebenen Zahlen 
subtrahiert wird, setzen wir gleich x. Wird diese Zahl von 
100 subtrahiert, so bleibt 100 — x\ wird sie von 20 sub- 
trahiert, so bleibt 20 — x. Nun soll die gröfsere Differenz 
das Sechsfache der kleineren, also das Sechsfache der kleineren 
gleich der gröfseren sein. Das Sechsfache der kleineren ist 
aber 120 — 6a:; also ergiebt sich 

120 - 63; = 100 — Ä. 
Wird die [gröfsere] abzuziehende Gröfse beiderseits addiert 
und sodami Gleiches von Gleichem subtrahiert, sq erhält man 

5* = 20; 
also ist 

a: = 4. 
Nun hatte ich die Zahl, welche' von jeder der beiden ge- 
gebenen Zahlen subtrahiert werden soll, gleich x gesetzt. Für 
diese Zahl finden wir somit den Wert 4. Wird 4 von 100 sub- 
trahiert, so bleibt 96; wird 4 von 20 subtrahiert, so bleibt 16, 
und der griilsere dieser beiden Reste ist wirklich das Sechs- 
fache des kleineren. 



*) Aus der Gleichung r 
und diese Zahl ist nur dann positiv, wenn bm > a, also m > -^ ist. 
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10. Aufgabe. £s sind zwei Zahlen gegeben. Man 
soll eine nnd dieselbe Zahl zu der kleineren addieren 
und von der gröfseren subtrahieren, und die erhaltene 
Summe s&ll zur erhaltenen Differenz in einem ge- 
gebenen Yerhältnis stehen. 

Allfl68iuig. Es soll eine und dieselbe Zahl zu 30 addiert 
und von 100 subtrahiert werden, und die entstandene Summe 
soll das Vierfache der erhaltenen Differenz sein. 

Wir setzen die gesuchte Zahl gleich x. "Wird dieselbe 
zu 20 addiert, so erhält man x -|- 30; wird sie von 100 sub- 
trahiert, 80 bleibt 100 — x. Es soll nun die gröfsere Zahl 
[die Summe] das Vierfache der kleineren [der Differenz], also 
das Vierfache der kleinereu gleich der gröfseren sein. Wird 
die kleinere Zahl 4mal genommen, so ergiebt sich 400 — 4^;; 
folglich wird 

400 — 4a; i= a: + 20. 
Wird die abzuziehende Zahl beiderseits addiert und Gleiches 
von Gleichem subtrahiert, so erhält man 

f>x =■ 380 
und daraus 

3; = 76. 
Nun hatte ich x gleich der Zahl gesetzt, die zu der einen 
Zahl addiert und von der anderen subtrahiert werden sollte. 
Ffir diese Zahl finden wir also den Wert 76. Wenn wir 76 
zu 20 addieren, so erhalten wir 96; wenn weiter 76 von 100 
subtrahiert wird, so bleibt 24, und in der That ist die gröfsere 
Zahl [96] das Vierfache der kleineren [24]. 



11. Aufgabe. Eine Zahl von der Beschaffenheit zu 
suchen, dafs, wenn man die eine von zwei gegebenen 
Zahlen zu derselben addiert, die andere von derselben 
subtrahiert, die erhaltenen Resultate in einem ge- 
gebenen Verhältnis zu einander stehen. 

AuflÖBOng. Es wird verlangt,. 20 zu einer Zahl zu addieren 
und von derselben Zahl 100 zu subtrahieren, und es soll die 
gröfsere der so entstandenen Zahlen das Dreifache der kleineren 
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Die gesuchte Z&M sei x. Wird 20 zu derselben addiert, 
80 erhält man x -j- 20; wird 100 von derselben subtrahiert, so 
bleibt X — 100. Es soll nun die gröfsere Zahl [die Summe] 
das Dreifache der kleineren [der Differenz], also das Dreifache 
der kleineren gleich der gröfseren sein. Wird die -kleinere 
Zahl mit 3 multipliziert, so ergiebt sich Sx — 300. Folglich ist 

33: — 300 = «+ 20: 
Wird die abzuziehende Zahl beiderseits addiert und dann 
Gleiches von Gleichem subtrahiert, so erhalten wir 

23: = 320, 
und daraus folgt 

X = 160. 
Es wird dann die gröfsere Zahl 180, die kleinere 60 sein, und die 
gröfsere dieser Zahlen ist wirklich das Dreifache der kleineren. 



12. Aufgabe. Eine gegebene Zahl zweimal in je zwei 
Zahlen zu teilen, so dafs der eine Teil der ersteren 
Zerlegung zu dem einen Teil der zweiten in einem 
gegebenen Verhältnisse stehe, und dafs ferner der 
andere Teil der zweiten Zerlegung zum anderen Teil 
der ersteren gleichfalls ein gegebenes Verhältnis habe. 

Auflösung. Es sei aufgegeben, die Zahl 100 zweimal in 
je zwei Zahlen TOn solcher Beschaffenheit zu teilen, dafs der 
gröläere Teil der ersteren Zerlegung doppelt so grofs sei wie 
der kleinere Teil der zweiten, und dafs zugleich der gröfsere 
Teil der zweiten Zerlegung das Dreifache des kleineren Teils 
der ersten sei. 

Wir setzen den kleineren Teil der zweiten Zerlegung 
gleich X, so ist der gröfsere Teil der ersten Zerlegung 2x, 
also der kleinere Teil der ersten Zerlegung 100 — 2x. Da 
aber das Dreifache dieses Teils gleich dem gröfeeren Teil der 
zweiten Zerlegung sein soll, so ist letzterer gleich 300 ~ Qx. 
Jetzt sollen noch die Teile der zweiten Zerlegung zusammen 
100 geben. Ihre Summe ist aber 300 — 5«; also erhalten wir 

300 — 5«= 100, 
und daraus folgt 

j; = 40. 
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Nun hatte ich den grSfseren Teil der ersten Zerlegung gleich 
2x gesetzt; dieser wird daher 80 sein. Der kleinere Teil der- 
selben Zerlegung war 100 — 2x, und das wird 20 sein. 

Ferner hatten wir fOr den gröfaeren Teil der zweiten 
Zerlegung 300 — 6a:; das wird also 60 sein. Der kleinere 
Teil der zweiten Zerlegung war x; das ist 40. 

Durch diese Werte ist die Aufgabe offenbar gelöst 



18. Aufgabe. Eine gegebene Zahl auf drei Arten 
in je zwei Zahlen zu teilen, so dafs ein Teil der ersten 
Zerlegung zu einem Teile der zweiten in einem ge- 
gebenen Verhältnisse stehe; dafs ferner der andere 
Teil der zweiten Zerlegung zu einem Teile der dritten 
in einem ebenfalls gegebenen Verhältnisse stehe; dafs 
endlich auch der andere Teil der dritten Zerlegung 
zu dem noch nicht benutzten Teile der ersten in einem 
gegebenen Verhältnisse stehe. 

Aoflösong. Es sei die Aufgabe gestellt, die Zahl 100 auf 
drei Weisen in je zwei Teile zu teilen, dergestalt dafs der 
gröfsere Teil der ersten Zerlegung dreimal so grofs sei als 
der kleinere Teil der zweiten; dafs weiter der grÖfsere Teil 
der zweiten Zerlegung doppelt so grofs sei wie der kleinere 
Teil der dritten ; dafs endlich ■ der gröfsere Teil der dritten 
Zerlegung viermal so grofs sei wie der kleinere Teil der ersten. 

Wir setzen den kleineren Teil der dritten Zerlegung 
gleich x; dann wird der gröfsere Teil der zweiten Zerlegung 
2x, also, da beide Teile einer Zerlegung zusammen 100 geben 
müssen, der kleinere Teil der zweiten Zerlegung 100 — 2x 
sein. Das Dreifache dieser letzteren Zahl ist gleich dem 
grSfseren Teil der ersten Zerlegung; dieser mufe daher 300 — Gx 
sein, und dann wird der kleinere Teil der ersten Zerlegung 
6x — 200 betr^en. Da nun das Vierfache dieser Zahl gleich 
dem gröfseren Teile der dritten Zerlegung ist, so ergiebt sich 
für diesen 24a: — 800. 

Nun sollen noch beide Teile der dritten Zerlegung zu- 
sammen 100 ausmachen. Da die Addition dieser beiden Teile 
25a: — 800 ergiebt, so mufs 
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25a; — 800 = 100 
sein, und daraus erhält mau 

3: = 36. 
Es wird also der kleinere Teil der dritten Zerlegung 36, der 
gröfeere 64 betragen. För den tleineren Teil der ersten Zer- 
legung ergiebt sich 16, fDr den gröfseren 84. Endlich wird 
der kleinere Teil der zweiten Zerlegung 28, der grofsere 72 
sein, und es ist augenscheinlich, dafs diese Zahlen der Auf- 
gabe genflgen. 

14. Aufgabe. Zwei Zahlen tou solcher Beschaffen- 
heit zu finden, dafs das Produkt derselben zu ihrer 
Summe in einem gegebenen Verhältnis stehe. 

Es mufs jedoch der Wert, welchen man der einen 
dieser Zahlen [die unbestimmt bleibt] beilegt, gröfser 
sein, als die gegebene Verhältniszahl*). 

ADflöanng. Es soll das Produkt der beiden Zahlen das 
Dreifache ihrer Summe sein. 

Wir setzen die eine der beiden Zahlen gleich :x; die 
andere mufs wegen der angegebenen Begrenzung gröfser als 3 
sein; dieselbe sei gleich 12. Dann ist das Produkt beider 
Zahlen 12x, ihre Snmme x -|- 13. Nun soll noch \2x das 
Dreifache von x -{- 12, also das Dreifache der kleineren Zahl 
gleich der gröfseren sein, [Aus 12a: = 3a; + 36] ergiebt sich 
a: = 4. Es wird also die eine Zahl 4, die andere 12 sein, 
und diese Werte genügen offenbar der Aufgabe. 

15. Aufgabe. Zwei Zahlen von solcher Beschaffen- 
heit zu finden, dafs eine jede, nachdem ihr eine be- 



*) Auch diese Beschränkung hat nur den Zweck, negative 
Lösungen auszusohliersen. Die der allgemeineren Aufgabe ent- 

xif == m{x -}- y) 



1/ — m' 
und damit x positiv sei, ist «/ > m vorauszusetzen. 
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stimmte Menge Einheiten der anderen hinzugefQgt 
worden sind, zo dem Reste der anderen in einem ge- 
gebenen Verhältniaee stehe. 

Äuflösang, Eb wird verlangt, Jafs die erste Zahl, nach- 
dem sie 30 Einheiten von der zweiten empfangen, das Doppelte 
des Restes dieser zweiten sei, und daXs zugleich die zweite 
Zahl, nachdem sie 50 Einheiten von der ersten empfangen, 
das Dreifache des Restes dieser ersten sei. 

Wir setzen die zweite Zahl, da sie 30 Einheiten abgeben 
soll, gleich X + 30; dann mufo die erste 2x — 30 sein, damit 
sie das Doppelte der zweiten werde, naclidem sie von dieser 
30 Einheiten empfangen hat. Nun soll noch die zweite, nach- 
dem sie von der ersten 50 Einheiten erhalten hat, das Drei- 
fache des Restes der ersten sein. Wird von der ersten Zahl 
50 subtrahiert', so bleibt 2x — 80, und wenn man 50 zur 
zweiten Zahl addiert, so wird dieselbe z -\- 80. Es roII also 
a; -(- 80 das Dreifache von 2a; — 80 oder 
3(2a; — 80) =0^+80 
sein. Hieraus ergiebt sich 

a; =- 64. 
Somit wird die erste Zahl 98, die zweite 94 sein, und durch 
diese Werte wird der Aufgabe genügt 

16. Aufgabe. Drei Zahlen von der Beschaffenheit 
zu finden, dafs die Summe je zweier derselben gleich 
einer gegebenen Zahl sei. 

Es mufs aber die halbe Summe der drei gegebenen 
Zahlen gt'öiaei als jede dieser Zahlen sein*). 



*) Sind a, b, c die drei gegebenen Summen, und wird die 
Summe der drei gesuchten Zahlen gleich x gesetzt, so werden die 

gesuchten Zahlen seihst x — a, a; — b, x — c Bein, Es ist also 

3x-{a-\-b + c) = x, 
und daraus folgt 

,- ' + l + ' . 

Für die gesuchten Zahlen ergeben sich somit die Werte 
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AaflÖBTUlg. Ks werde verlangt, daTs die erste und die 
zweite Zahl zusammen 20 geben, die zweite und die dritte 30, 
die dritte und die erste 40. 

Wir setzen die Summe der drei Zahlen gleich x. Nun 
soll die Summe der beiden ersten 20 sein; wenn ich also 20 
von X subtrahiere, so erhalte ich die dritte Zahl, d. i. a: — 20, 
Ebenso ei^ebt sich für die erste Zahl x — 30, für die zweite 
X — 40. Jetzt erübrigt noch, dafs die Summe der drei Zahlen 
gleich X sei. Wenn raau aber die drei Zahlen addiert, so erhält 
man ^x — 90. Es ist also 

3« — 90 = a;, 
und daraus folgt 

X —• 45. 
Somit ist die erste Zahl 15, die zweite 5, die dritte 25, und 
diese Werte genügen offenbar der Aufgabe. 



17. Aufgabe. Vier Zahlen von solcher Beschaffen- 
heit zu ermitteln, dafa die Summe je dreier derselben 
gleich einer gegebenen Zahl sei. 

Es mnfs aber ein Drittel der Summe der vier ge- 
gebenen Zahlen grSfser als jede einzelne derselben 
sein*). 

Auflösimg, Es wird verlangt, dafs die Summe der ersten 
und der beiden folgenden Zahlen 20 betrage, die Summe der 



a + S + c „ a + ft + c . a-^h + v 

und diese sind nur, wenn die angegebene Bedingung erfüllt ist, 
positiv. 

*) Sind wieder a, h, c, d die gegebenen Summen, und wird 
die Summe der gesuchten Zahlen gleich x gesetzt, so gelangt man 
zu der Oleichoug 

und daraus folgt 

» - I (a + S + c + 4 

Die gesuchten Zahlen sind also — (o + ft + c-f-d) — a, ... Die 
angegebene Bediagung hindert also das Auftreten negativer Werte. 
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zweiten und der beiden folgenden Zahlen 22, die Summe der 
dritten, vietten und ersten Zahl 24, endlich die Stimme der 
vierten, ersten und zweiten Zahl 27. 

Wir setzen die Summe aller vier Zahlen gleich x. Wenn 
von X die Summe der drei ersten Zahlen, d. \. 20, subtrahiert 
wird, 80 bleibt die vierte Zahl; diese ist also x — 20. 

Auf dieselbe Weise erhült man fQr die erste Zahl x — 22, 
für die zweite x — 24, für die dritte x — 27. 

Es soll nun noch die Summe aller vier Zahlen x sein. 
Durch Addition der vier Zahlen erhält man aber 4a; — 93, 
Es ist folglich 

4«— 93 = a;, 
und daraus ergiebt sich 

a; = 31. 
Die erste Zahl ist somit 9, die zweite 7, die dritte 4, die 
vierte 11, und diese Werte genf^en der Aufgabe. 

18. Aufgabe. Drei Zahlen von solcher Beschaffen- 
heit zu finden, dafs die Summe je zweier derselben 
um eine gegebene Zahl gröfser als die dritte sei. 

Auflösung. Es wird verlangt, dafs die Summe der ersten 
und zweiten Zahl um 20 gröfser sei als die dritte, die Summe 
der zweiten und dritten um 30 gröfser als die erste, endlich 
die Summe der dritten und ersten um 40 gr&fser als die 
zweite Zahl 

Wir setzen die Summe der drei Zahlen gleich 2x. Nun 
sind die erste und zweite zusammen um 20 gröfser als die 
dritte; daraus folgt, wenn beiderseits die dritte hinzugefSgt 
wird, dafs die Summe aller drei Zahlen um 20 gröfser ist als 
das Doppelte der dritten Zahl. Wenn also 20 von der Summe 
der drei Zahlen, d. i. 2x, subtrahiert wird, so bleibt das 
Doppelte der dritten Zahl übrig ; es ist somit das Doppelte der _ 
dritten Zahl 2x — 20, und daher mufa diese selbst x — 10 sein, 

Ebenso findet man, dafs die erste Zahl gleich x — 15, 
die zweite gleich a: ^ 20 ist. 

Nun soll die Summe der drei Zahlen 2x sein. Addiert 
man die drei Zahlen, so erhält man Zx — 45. Es ist also 
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3a: — 45 = 2x, 
und daraus eraiebt sich 

1 = 45. 
Die erste Zahl ist folglich 30, die zweite 25, die dritte 35, 
und diese Werte genflgen der Aufgabe. 



19. Andere Auflösung. — Es sollen die erste und die 
zweite Zahl zusammen 20 grölser sein als die dritte- Wird 
also die dritte Zahl gleich x gesetzt, so ist die Summe der 
ersten uud der zweiten gleich x 4~ ^0. 

Da weiter die Summe der zweiten und der dritten Zahl 
30 gröfser sein soll als die erste, so mnfs die zweite Zahl 
gleich der Hälfte der Summe 20 4* 30, d. i, gleich 25 gesetzt 
werden. 

Nun ist die erste und die zweite Zahl zusammen a; + 20, 
und da die zweite 25 ist, so bleibt för die erste x — 5 fibrig. 

Jetzt soll noch die Summe der dritten und ersten Zahl 
40 gröfser sein als die zweite. Es ist aber die Summe der 
ersten und dritten Zahl gleii^ 2x — 5, also mufs 

2a: — 5 = 65 
sein. Wird die abzuziehende Zahl beiderseits addiert, so er- 
hält man 

2a: — 70 
und daraus 

a: = 35. 
Nun war die erste Zahl gleich z — 5, das ist also 30; die 
zweite Zahl ist 25, uud die dritte, die gleich x gesetzt war, 
ist 35. 

30. Aufgabe. Vier Zahlen von der Beschaffenheit 
zu finden, dafs die Summe Ton je drei derselben um 
eine gegebene Zahl gröfser sei als die vierte Zahl. 

Es mufs aber jede der vier gegebenen Differenzen 
kleiner sein als die halbe Summe derselben *). 



*) Sind a, b, c, d die gegebenen Differenzen, und wird die 

Summe der gesuchten vier Zahlen gleich 2x gesetzt, so werden 
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Anflösimg. Es wird verlangt, dals die Summe der drei 
ersten Zahlen um 20 gröfser sei als die vierte Zahl; dals die 
Summe der zweiten und der beiden Folgenden Zahlen 30 mehr 
betrage als die erste Zahl; dafs die Summe der beiden letzten 
und der ersten Zahl 40 grörser sei als die zweite; dafs end- 
lich die Snmme der vierten und der beiden ersten Zahlen 50 
gröfser sei als die dritte Zahl. 

Wir setzen die Summe aller vier Zahlen gleich 2x. Da 
nun die Summe der drei ersten Zahlen 20 gröfser ist als die 
vierte Zahl, und da es offenbar dasselbe ist, ob man von der 
Summe der drei ersten Zahlen die vierte, oder von der Summe 
aller vier Zahlen das Doppelte der vierten subtrahiert, so 
mufs auch die Summe aller vier Zahlen, d. i. 2x, um 20 
gröfser sein als das Doppelte der vierten Zahl. Danach ist 
das Doppelte der vierten Zahl gleicb 2x — 20, also die vierte 
Zahl selbst x — 10. 

Auf dieselbe Weiae ergiebt sich für die erste Zahl x — 15, 
fiir die zweite x — 20, für die dritte x — 25. 

Es bleibt noch auszudrücken, dafs die Summe aller vier 
Zahlen gleich 2x sei. Diese Summeheträgt aber 4:i;-^ 70; also ist 

4x~ 10 = 2x, 
und daraus folgt 

ic = 35. 

Somit wird die erste Zahl 20, die zweite 15, die dritte 10, 
die vierte 25 sein, und durch diese Werte wird der Aufgabe 
genügt. 



diese letzteren x — -^a, x — -^h, x — — c, x — -^d oder, da 
die Gleichung 

■l»~|-(« + » + = + <»)-2» 
den Wert 

, _ 1 („ + s + „ + d) 
liefert , 

^[|(« + ' + « + <<)-»], |[|(o+» +«+■!)-*],•■. 

sein, wodurch die von Diophant gestellte Bedingung gerecfat- 

fertigt ist. 
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ai. Andere Auflösung. — Ea soll die Summe der drei 
ersten Zahlen 20 gröfser sein ala die vierte Zahl. Wenn also 
die vierte Zahl gleich x gesetzt wird, so wird die Summe der 
drei ersten Zahlen a; -}- 20 sein. Da weiter die drei letzten 
Zahlen zusammen 30 mehr betragen als die erste, so ist die 
Summe der zweiten und dritten Zahl gleich so viel Einheiten 
zu setzen, als die halbe Summe dieser Differenzen 20 uod 30 
beträgt, d. i. gleich 25. Nun ist aber die Summe der drei 
ersten Zahlen gleich x + 20, und da die zweite und dritte 
Zahl zusammen gleich 25 sind, so bleibt fSr die erste Zahl 
a: — 5 übrig. 

Weiter ist die Summe der drei letzten Zahlen 30 gröfser 
als die erste Zahl, und die Summe der dritten, vierten und 
ersten Zahl 40 gröfser als die zweite. Daraus folgt wieder, 
dafs die Summe der dritten und vierten Zahl 35 beträgt, und 
[da die vierte Zahl gleich x gesetzt worden ist,] so bleibt für 
die dritte Zahl 35 — a: flbrig. 

Es war aber die Summe der zweiten und dritten Zahl 
gleich 25, und da die dritte Zahl 35 — x ist, so bleibt für 
die zweite Zahl x — 10. 

Jetzt soll nun noch die Summe der vierten, ersten und 
zweiten Zahl 50 mehr sein als die dritte. Die Summe dieser 
drei Zahlen ist aber Zx — 15, und die dritte Zahl ist 35 — x. Es 
mufs also 3a; — 15 um 50 gröfser sein als 35 — x, A. h. es ist 

85 — a: = Sa: — 15, 
und daraus folgt 

a; — 25. 

Nun hatte ich die erste Zahl gleich x — 5 gesetzt; diese Zahl 
ist also 20; ebenso erhält man für die zweite jSahl 15, für 
die dritte 10, fOr die vierte 25. 



22. Aufgabe. Eine gegebene Zahl so in drei Teile 
zu teilen, dafs jeder der äufseren Teile, wenn man 
ihn um den mittleren vermehrt, zu dem anderen äufse- 
ren in einem gegebenen Verhältnisse stehe. 

AuflÖsimg;. Es sei aufgegeben, die Zahl 100 so in drei 
Teile zu teilen, dafs die Summe des ersten und zweiten das 
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Dreifache des dritten, die Summe des zweiten und dritten 
Teils da* Vierfache des ersten aei. 

Wir setzen den dritten Teil gleich x. Da nun der erste 
und zweite Teil zusammen das Dreifache des dritten sind, ao 
werden diese beiden zusammen gleich 3z, alle drei Teile zu- 
sammen folglich gleich 4x sein. Es ist also 

ix = 100, 
und daraus folgt 

x = 25. 
Nun hatte ich den dritten Teil gleich x gesetzt; dieser ist 
somit 25. Die Summe des ersten und zweiten Teils war 3a;; 
diese ist daher 75. 

Weiter soll die Summe des zweiten und dritten Teils das 
Vierfache des ersten sein. Wird daher der erste Teil gleich sd 
gesetzt*), so ist die Summe des zweiten und dritten Teils 4«; 
folglich sind alle Teile zusammen 5x. Es ist daher 

5a! = 100, 
also 

3T = 20. 

Somit ist der erste Teil gleich 20. Da sich nun für den 
dritten Teil 25 ergeben hat, so bleibt für den zweiten Teil noch 
55, nnd durch diese Werte wird der Au%abe genügt. 

23. Aufgabe. Drei Zahlen von der Beschaffenheit 
zu finden, da4's die gröfste um einen vorgeschriebenen 
Teil der kleinsten grSfser sei als die mittlere; dafs 
die mittlere um einen vorgeschriebenen Teil der 
gröfsten gröfser sei als die kleinste, und dafs die 
kleinste um eine gegebene Zahl gröfser sei als ein 
vorgeschriebener Teil der mittleren Zahl. 



*y Diopbant hat für die Unbekannten nur ein Zeichen. So laage 
sich die verschiedenen Unbekannten aus einander halten lassen, hat 
das weiter keine Unbequemlichkeit, und es konnte in der Über- 
setzung immer der Bachstabe X gesetzt werden. Es kommt aber 
auch vor, dafs in einer und derselben Gleichung dasselbe Zeichen 
für ganz verschiedene Unbekannte steht. In solchen Fällen blieb 
mir niobts anderes tibrig, als dieselben durch verschiedene Buch- 
staben zu bezeichnen. 
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Es mttrs aber die mittlere Zahl um einen solchen 
Teil der gröfsten gröfser als die kleinste sein, dafs, 
wenn der Nenner dieses Teils mit der Differenz der 
mittleren und der kleinsten Zahl multipliziert wird, 
die Unbekannte in diesem Produkt einen gröfaeren 
Koeffizienten habe, als in dem Ausdruck ffir die mitt- 
lere Zahl*). 



*) Um diese Bedingung zu würdigen, lösen wir die all- 
gemeinere Aufgabe: „Drei Zahlen von der BeschafFenbeit zu finden, 
dafs die Differenz zwischen der grSfsten und der mittleren — 
der kleinsten, die Differenz zwischen der mittleren und kleinsten 
— der grSfsten, endlich die Differenz zwischen der kleinsten und 
einer gegebenen Zahl a gleich — der mittleren sei." 

Werden die gesuchten Zahlen mit I, II, IH bezeichnet, wo 

i>n>in sein möge, so soll I — n=^-in, n — Ill^-i^-I, 

III — a KB — -11 sein, und da » ■ (II — III) ^ I ist, so sagt 
Diophant, der Koeffizient von x solle in I gröfser als in II sein. 
Diese Bediuguug ist von Sachet mit Becht beanstandet worden, 
da sie fordert, dafs man erst eine oder zwei der gesuchten Zahlen 
als Funktionen der dritten ausdrücke, ehe man über die Möglich- 
keit der Lösung (iu positiven Zahlen) urteilen könne. Die Be- 
dingung ist aber auch nicht ausreichend: Wird z. B. die dritte 
Zahl gleich x gesetzt, so erhält man f(lr die zweite den Ausdrook 
px — ap, für die erste (j* + z) * — «i*» '^■^^ dann ist jene Be- 
dingung, da p -| >p ist, immer erftUlt. Offenbar hatte Diophant 

nicht die allgemeine Lösung der von ihm gestellten Aufgabe, sondern 
nur eine Verallgemeinerung des von ihm eingeschlagenen Verfahrens 
im Auge. Setzt man nSmlich HI ^ a; -f- a, so ergiebt sich II =px, 
I = n{px — X — o), und die Bedingung geht über in np — « > J) 
oder np^n -^ p. Diese Bedingung mufs non wirklich erfüllt sein, 
wenn sieh für die gesnchtrai Zahlen positive Werte ergeben sollen. 
Dba ist leicht nachzuweisen. Drücken wir unter Benutzung der 
oben gegebenen Werte n(j)i — x — a), px, x -\- a noch ans, 
dafs die Differenz zwischen der ersten und zweiten Zahl — der 
dritten sein soll, so erhalten wir die Gleichung 
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AnflSsnng;. Es werde verlaogt, dafä die gröfste Zahl um 
eia Drittel der kleinsten grSfser sei als die mittlere, dafs die 
mittlere um ein Drittel der gröfsten gröfser sei als die kleisete, 
und dafs die kleinste 10 mehr betrage als ein Drittel der 
mittleren. 

Wir setzen die dritte Zahl, da sie 10 gröfser sein soll 
als ein Drittel der mittleren, gleich x -f- 10; dann muls die 
mittlere Zahl gleich %x sein, damit die kleinste Zahl 10 mehr 
betrage als ein Drittel derselben. 

Man kann diese AusdrQcke auch anf folgende Weise 
bilden: 

Wir setzen die mittlere Zahl gleich Zx; da wir nun wollen, 
dafs die kleinste Zahl um 10 gröfser sei als ein Drittel der 
mittleren, so wird die kleinste a; + 10 sein. 

Es soll nun noch die mittlere Zahl um ein Drittel der 
gröfsten gröfser sein als die kleinste. Die Differenz zwischen 
der mittleren und der kleinsten Zahl ist 2x — 10. Dies ist 
daher gleich einem Drittel der gröfsten Zahl, und somit ist 
die gröfste Zahl selbst gleich 6a: — 30. 

Jetzt soll noch die grSfste Zahl am ein Drittel der kleinsten 
gröfser als die mittlere sein. Die Differenz zwischen der 
gröfsten und der mittleren Zahl ist aber 3a: — 30. Dies ist 
daher ein Drittel der kleinsten Zahl, folglich mnfs die kleinste 



(npx — »X — an — px)m = x '\- a, 
und daraus ergiebt sich 



mnp — m« — mp — 1 ' 

Bo dafs wir für die grOüte Zahl ""^ ^^-T . IJ für die 

"> mnp — mw — mp — 1 ' 

„itll„e ■""■"■+■' , , für die klemst. """""-" , 

mnp — mn — tnp — 1 ' mnp — tnn — wp — 1 

finden. Alle diese Werte sind positiv, wenn mnp > mn -|- mp + 1 

oder Mji > M + P H oder, da m, n, p ganze positive Zahlen 

sind, wenn np > n -\- p iäi. 

Ebenso überzeugt man sich leicht, dafs sich positive Werte 
ergeben, sobald np> n -\- p ist, von welcher Zahl als Unbekannten 
man auch ausgehen mag. 
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Zahl 9a: — 90 sein. Für dieselbe war aber oben der Wert 
X -\- XO gefunden. . Daher ist 

9a: — 90 = j: + 10, 
und daraus folgt 

a; = 12y- 

Somit wird die dritte Zahl 22y , die mittlere 37 j, die gcöfste 
45 sein, und diese Werte genügen der Aufgabe. -^ 

24. Aufgabe. Drei Zahlen von der Beschaffenheit 
zu finden, dafs die gröfste um einen vorgeschriebe- 
nen Teil der kleinsten gröfaer sei als die mittlere, 
die mittlere um einen vorgeschriebenen Teil der 
gröfsten gröfser als die kleinste, endlich die kleinste 
um einen vorgeschriebenen Teil der mittleren gröfser 
als eine gegebene Zahl. 

Es mnfs aherder vorgeschriebene Teil der gröfsten 
Zahl ein solcher sein, dafs, wenn man ihn zur kleinsten 
Zahl addiert, der Eoeffizient der Unbekannten in 
dieser Summe kleiner als der ist, welchen die Un- 
bekannte von Anfang an in dem Ausdruck für die 
mittlere Zahl hat*). 

AnflÖBimg. Es werde wieder die kleinste Zahl, da sie nm 
10 gröfser sein soll als ein Drittel der mittleren, gleich a; + 10 
gesetst; dann wird die mittlere 3a: sein, damit ihr Drittel von 
der kleinsten Zahl um 10 Einheiten übertroifen werde. 

Weiter soll wieder die gröfste Zahl um ein Drittel der 
kleinsten gröfser sein als die mittlere. Wenn ich also zur 
mittleren ein Drittel der kleinsten addiere, so erhalte ich die 
gröfste, nämlich 3^37+ 3-j-- 

Es bleibt noch auszudrücken, dafe die mittlere Zahl gleich 
der Summe der kleinsten und eines Drittels der gröfsten sei; 
die kleinste Zahl giebt aber, wenn sie um ein Drittel der 
gröfsten vermehrt wird, 2~ x -\- 11 j- Dies mufa gleich der 
mittleren Zahl, d. L 3x sein. Zieht man [in 

*) Diese Aufgabe ist dieselbe wie 23; auch flbeneagt man 
sich leicht, dafs die Determination auf dasselbe hinauslSuft wie 
die vorhergehende. 
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33;=2|a; + lll] 
Gleiches von Gleichem ab, so folgt 

l-x = llj- 
Nun multiplizieren wir alles mit 9 tmd erhalten 

83; =-100 
und daraus 

ar = 12i ■ 
Die Richtigkeit der Lösung ergieht sich wie oben. 

26. Aufgabe. Drei Zahlen zu ermitteln, welche ein- 
ander gleich werden, wenn eine jede der folgenden 
[die erste der zweiten, diese der dritten, endlich die dritte der 
ersten] einen Torgeachriebenen Bruchteil ihres Wertes 
ahgiebt. 

AnflÖsung. Es soll die erste Zahl der zweiten ein Drittel 
ihres Betrages abgeben, die zweite der dritten ein Viertel 
ihres Betrages, endlich die dritte der ersten ein Fünftel ihres 
Betrages, und durch diesen Austausch sollen die drei Zahlen 
einander gleich werden. 

Wir setzen die erste Zahl, weil sie ein Drittel ihres 
Wertes abgeben soll, gleich x mit einem beliebigen durch 3 
teilbaren Koeffizienten, etwa gleich Sco. 

Weiter sei die zweite Zahl, welche ein Viertel ihres Wertes 
hergeben soll, eine beliebige durch 4 teilbare Zahl, etwa 
gleich 4; dieselbe wird dann infolge der Verkleinerung und 
Vergröfserung, die sie nach der Aufgabe erfährt, gleich a: -j- 3 
werden. 

Es mnfs nun auch die erste Zahl durch Abgabe an die 
zweite und Empfangen seitens der dritten gleich a; + 3 werden. 
Da aber die erste Zahl, nachdem sie ein Drittel ihres Wertes 
d. i. X, hergegeben hat, nur dadurch auf den Betrag ic -j- 3 
gebracht ^rerden kann, dafa sie 5 — x empfängt, so mufs 
3 — X ein Fünftel der dritten Zahl, diese selbst also 15 — 6x sein. 

Endlich mufs auch diese dritte Zahl dadurch, da& sie 
ein Fünftel ihres Wertes abgiebt und ein Viertel yom Werte 
der zweiten, d. i. 1, empfangt, gleich x -\- $ werden. 
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Wenn aber die dritte Zabl ein Fünftel ihrea Wertes, d. i. 
3 — X, hergiebt, so bleibt 12 — 4a;; wird hierzu ein Viertel 
der zweiten Zahl, d. i, 1, addiert, so ergiebt sich 13 — Ax. 
Das mufs gleich x -\- ^ sein. Aus 

13 - 43; = a; + 3 
folgt nun 

x = 2, 

and so ist die erste Zahl 6, die zweite 4, die dritte 5, welche 
Werte offenbar auch der Aufgabe genügen*). 



ae. Aufgabe. Vier Zahlen zu finden, welche ein- 
ander gleich werden, wenn eine jede an d.ie nächst- 
folgende einen Torgescbriebenen Bruchteil ihres 
Wertes abgiebt. 

Antlösimg. Es sei verlangt, dafe die erste der zweiten 
ein Drittel, die «weite der dritten ein Viertel, die dritte der 
vierten ein Fünftel, endlich die vierte der ersten ein Sechstel 
ihres Wertes Abgebe, und dafe durch diesen Austausch alle 
vier Zahlen einander gleich werden. 

Wir setzen die erste Zahl, da sie ein Drittel ihres Wertes 
abgeben soll, gleich x mit irgend einem durch 3 teilbaren 
Koeffizienten, etwa gleich 3(r. 

Für die zweite Zahl nehmen wir, weil dieselbe ein Viertel 
ihres Wertes abgeben soll, eine beliebige durch 4 teilbare 
Zahl, etwa 4. Indem nun die zweite Zahl ein Viertel ihres 
Wertes, d. i. 1, hergiebt und ein Drittel vom Werte der ersten, 
d. i. X, empfängt, wird sie gleich a; -j- 3, Es mufs also auch 
die erste Zahl, indem sie ein Drittel ihres Wertes, d. i. x, her- 
giebt and ein Sechstel vom Werte der vierten Zahl empfängt, 
gleich IC + 3 werden. Wenn aber die erste Zahl x abgiebt, 



*) um die Aufgabe aUgemein in ganzen Zahlen zu Ißsen, 
setzen wir die Zahlen gleich 3x, 4^, 5e. Nach AasfUhruag dei 
verlangten Änderungen sind dann dieselben beiiehungB weise 2a; + e, 
3y ■\- x,^z -\- y\ durch Gleichaetzung dieser Auadrücke bildet man 
zwei Gleichungen, deren Lösung x ^ ^k, yz^^h, e = h ist, so 
dafs sich fUr die gesuchten Zahlen die Werte 6%, 4^h, bh ergeben, 
wo k eine beliebige ganze Zahl bezeichnet 
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SO bleibt 2x übrig. Dies mufs also, wenn ein Sechstel dar 
vierten Zahl hinzukommt, gleich x -\- B werden. Daher mufs 
ein Sechstel der vierten Zahl gleich 3 — w, also die vierte 
Zahl selbst gleich IS — 6x sein. 

Nun soll femer auch die vierte Zahl, indem sie ein 
Sechstel ihres Wertes abgiebt und eip Fünftel des Wertes der 
dritten Zahl empfängt, gleich x -\- B werden. 

Wemi aber die vierte Zahl ein Sechstel ihres Wertes, 
d. i. 3 — X, abgiebt, so bleibt 15 — 5x. Diese Zahl soll, 
vfenn sie um ein Fünftel der dritten vermehrt wird, gleich 
a: + 3 sein. Da man nun Qx — 12 zu 15 ~ bx addieren 
mufs, um a: + 3 zu erhalten, so ist Gx — 12 ein Fünftel der 
dritten Zahl, die dritte Zahl selbst also 30ic — 60. 

Endlich mufo noch diese dritte Zahl, indem sie ein Fünftel 
ihres Wertes abgiebt nnd ein Viertel der zweiten empfängt, 
gleich X ~{- S werden. Wenn aber die dritte Zahl ein Fünftel, 
d. i. Qx — 12, abgiebt, so bleibt 24x — 4S; addiert man dazu 
ein Viertel der zweiten Zahl, d. i. 1, so erhält man 24a; — 47. 
Es ist also • 

24« — 47 = a; 4- 3, 
und daraus fol^ 



Somit wird die erste Zahl -^ , die zweite ös, die dritte -tt-, 
die vierte — - sein. Wenn man jetzt den gemeinachaftliehen 
Nenner abwirft, so wird die erste Zahl 150, die zweite 92, 
die dritte 120, die vierte 114, und diese Werte gentigen der 
Aufgabe*). 

27. Aufgabe. Drei Zahlen zu finden, welche sämt- 
lich einander gleich werden, wenn man eine jede um 



*) Durch diese Multiplikation mit der Zahl 23, f^r welche 
auch jede andere Zahl, also, wenn man nur ganze Lösungen zu- 
lassen will, allgemem 23 fc angenommen werden kann, wird der 
Lösung Diophejits der Charakter der Allgemeinheit zurückgegeben, 
den sie verlor, als fttr die zweite Zahl willkürliob der Wert 4 an- 
genommen wurde. Ähnliches gilt von den beiden folgenden Aufgaben. 
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eiuen vorgeschriebenen Brachteil der Summe der 
beiden andern vermehrt. 

AnflÖSTlug. Es wird verlai^ daTs man die erste Zahl um ein 
Drittel der Summe der beiden andern, die zweite um ein Viertel 
der Summe der beiden andern, die dritte nm ein Fünftel der 
Summe der beiden andern vermehrt, und daTs dadurch die drei 
Zahlen gleich werden. 

Wir setzen die erste Zahl gleich x und die Summe der 
beiden andern, da dieae Summe ein Drittel ihres Wertes ab- 
geben soll, der Bequemlichkeit wegen, gleich irgend einer durch 
3 teilbaren Zahl, etwa gleich 3. Alle drei Zahlen sind also zu- 
sammen gleich a; + 3, und die erste wird, wenn man sie um em 
Drittel der Summe der beiden andern vermehrt, gleich x -^ 1 
werden. 

Es mufs nun auch die zweite Zahl, wenn ihr ein Viertel 
der Summe der beiden andern hinzugefügt wird, gleich a; + 1 
werden. Wird jetzt alles vervierfacht, so heifst dies: das 
Vierfache der zweiten Zahl, vermehrt um die Summe der 
beiden andern Zahlen, oder, was dasselbe ist, das Dreifache 
der zweiten Zahl, vermehrt um die Summe aller drei Zahlen, 
muTs gleich 4x -\- 4 sein. Wird hiervon die Summe der drei 
Zahlen subtrahiert^ so bleibt 3x ■\- l als dreifacher Wert der 
zweiten Zahl. Die zweite Zahl selbst ist also gleich a; -j- j ■ 

Ferner muls anch die dritte Zahl, wenn ihr ein Fünftel 
der Summe der beiden andern hinzugefttgt wird, gleich x-\- l 
werden. Wir verfQn0achen jetzt, dem obigen Verfahren ent- 
sprechend, alles und erhalten durch ähnliche Schlüsse, dals die 
dritte Zahl x -\- -^ ist. 

Nun erübrigt noch, dals die Summe aller drei Zahlen 
gleich X -\- S sei. Es ergiebt sich 

I aus der Gleichung a:-i-a; + — -f-a;-t-^^=^+3j 



bei Weglassung des gemeinschaftlichen Nenners ändet man 
dann für die erste Zahl 13, für die zweite 17, für die dritte 
19, und diese Werte genügen der Aufgabe. 

niophani, Aritbrnelik. ' " ~ 3 
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28. Anfgabe. Vier Zahlen zu finden, die sämtlich 
einander gleich werden, wenn man eine jede um einen 
vorgeschriebenen Bruchteil der Summe der drei andern 
Termehrt. 

ÄaflösTUig. Es sei aufgegeben, dafs die erste Zahl um 
ein Drittel der Summe der drei andern, die zweite ebenso um 
ein Viertel, die dritte um ein Fünftel und die vierte um ein 
Sechstel der Summe der drei andern vermehrt werde, und dafs 
auf diese Weise die vier Zahlen einander gleich werden. 

Wir setzen die erste Zahl gleich x, die Summe der drei 
andern aber, da sie ein Drittel ihres Wertes abgeben soll, 
gleich irgend einer durch 3 teilbaren Zahl, etwa gleich 3. 
Daun wird die erste Zahl, wenn sie eiu Drittel der Summe 
der drei andern empfäi^t, gleich x-\- \.. 

Es mufs nun auch die zweite Zahl, indem sie um ein 
Viertel der Summe der drei andern vermehrt wird, gleich 
3; + 1 werden. Wie in der vorigen Aufgabe vervierfachen 
wir wieder alles nnd folgern auf ähnliche Weise, dafo die 
zweite Zahl gleich x-];--^, die dritte gleich ic+ö» ^^ 
vierte gleich * + t '^^^• 

Jetzt haben wir noch auBzudrflcken, dafs die Summe aller 
vier Zahlen gleich a: + 3 

[d.i. 4» + g_« + 3] 
sei. Dadurch erhalten wir 



und es ergiebt sich [bei Weglassung des gemeinschaftlichen 
Nenners] für die erste Zahl 47, für die zweite 77, für die 
dritte 92, för die vierte 101, welche Werte auch der Aufgabe 
genügen. 

29. Aufgabe. Zu zwei gegebenen Zahlen eine dritte 
Zahl von der Beschaffenheit zu finden, dafs, wenn man 
dieselbe mit jeder der gegebenen Zahlen multipli- 
ziert, das eine Produkt ein Quadrat, das andere die 
Seite dieses Quadrates werde. 
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AnflÖamig. Die gegebenen Zahlen aeiea 300 und 5, die 
gesuchte Zahl gleich x. Wird letztere mit 200 multipliziert, 
so erhält maa 200a;; multipliziert man sie aber mit 5, so er- 
hält man 5a;. 

Es soll nun das eine dieser Produkte ein Quadrat, das 
andere die Seite dieses Quadrates sein. Wenn man aber 5a; 
ins Quadrat erhebt, so erhält man 25:i;*, und somit ist 

25ä;* = 200a;. 
Wird alles durch die Unbekannte dividiert, so folgt 

25a; = 200 
und daraus 

a;F=8. 

Diese Zahl genügt der Aufgabe. 



80, Aufgabe. Zwei Zahlen von der Beschaffenheit 
zu finden, dafs sowohl ihre Snmme als auch ihr Pro- 
dukt gleich gegebenen Zahlen seien. Es mufs aber 
das Quadrat der halben Summe der gesuchten Zahlen 
um eine Quadratzahl gröfser sein, als das Produkt 
derselben, und man kann immer solche Zahlen als 
gegeben annehmen, dafs diese Bedingung erfüllt ist*). 



l/(f)"- 



*) Die Auflösung der Gleichungen x-\- y = a, xy^h liefert 
fllr die Unbekannten die Werte | + V (f )* ~ *■ ^^'^^ Werte 
sind rational, wenn (^) — 1» eine Quadratzahl ist. Da zugleich 

positivem fi (und negative Zahlen kennt Diophant nicht) 
- b < 2^ iflt, so sind beide Werte auch positiv. Die Auf- 
gabe hat also eine LSsnng (in rationalen positiven Zahlen), wenn 
(^j — h oder (— 2^) — ^y eine Qnadratzahl ist 

Über deo auch in den Aufgaben 31 und 33 stehenden Zu- 
satz zur Determination: FoYi 6\ tovto- TtkaOfunmöv vergleiche aufser 
Xylander und Dachet auch Schulz p. 390, NesBelmann p. 326, 
Heath p. 169. Ich habe, auf eine prägnante Übersetzung ver- 
zichtend, nur den Sinn ausgedruckt, den der Satz zu haben scheut. 
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AnflÖsUEg. Es sei aufgegeben, dafs die Summe der ge- 
suchten Zahlen 20, ihr Produkt 96 betrage. Wir setzen die 
Differenz der Zahlen -gleich 2x. Nun ist ihre Summe gleich 20. 
Wenn wir diese Zahl in zwei gleiche Teile teilen, so wird 
jeder Teil oder die Hälfte der Summe der Zahlen gleich 10 
sein. Wird nun die Hälfte der Differenz heider Zahlen, d. i. x 
zu dem einen Teile addiert und vom andern subtrahiert, so 
bleibt die Summe beider Teile 20, ihre Differenz 2a;*). 

Wir setzen demgemäfs die gröfaere Zahl gleich x + 10; 
dann wird die kleinere 10 — x sein, und es ist die Summe 
beider Zahlen 20, ihre Differenz 2x. 

Es bleibt noch zu bewirken, dals das Produkt der Zahlen 
96 werde. Dies Produkt ist aber 100 — a;*; daher mufs 

100 — «* = 96 
sein, und daraus folgt 

« = 2. 

Die gröfsere Zahl wird also 12, die kleinere 8 sein, und diese 
Werte genügen der Aufgabe. 



31. Aufgabe. Zwei Zahlen von der Beschaffenheit 
zu finden, dafs sowohl ihre Summe als auch die Summe 
ihrer Quadrate gleich gegebenen Zahlen seien. 

Es mufs aber die doppelte Summe der Quadrate 
der Zahlen das Quadrat der Summe derselben um eine 
Quadratzahl Übertreffen**), und es ist immer möglich, 
solche Zahlen als gegeben anzunehmen, welche dieser 
Bedingung geuQgen. 

*) Die Gleichungen x-^y^ a, X — y = b geben x = — , 

a-b 

**) Die Gleichungen a: + y = a, a;* + y*=™Ö liefern für die 
gesuchten Zahlen die Werte „- + -0^26 — a*. Beide sind rational, 
wenn 2b — a^ gleich einer Qoadratmhl ist, und das stellt eben 
Diophant als Bedingung hin. Es sind aber auch, wenn diese Be- 
dingung erfüllt ist, beide Zahlen positiv; denn da a* > &, 
also 2a*>2b ist, so mufs a*>26 — a*, a > y2b — o*. 
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Anflösnng. Es sei aufgegeben, dafs die Summe der Zahlen 
30, die Summe ihrer Quadrate ä08 betrage. 

Wir setzen die Differenz der Zahlen gleich 2x, so wird 
die gröfaere wieder um die Hälfte der Summe beider Zahlen 
gröfser als x, alao x + 10, die kleinere 10 — x sein; denn 
bei dieser Annahme ist die Summe der Zahlen 20, ihre Diffe- 
renz 2x. 

Es bleibt noch za bewirken, dais die Summe der Quadrate 
beider Zahlen 208 werde. Die Summe der Quadrate ist aber 
2a:' + 200. Es ist also 

2a;* + 200 = 208, 
und daraus folgt 

a: = 2. 

Die gröfsere Zahl wird somit 12, die kleinere 8 sein, und diese 
Werte gentlgen der Anfgabe. 



3a. Aufgabe. Zwei Zahlen von solcher Beschaffen- 
heit zu finden, dafs sowohl ihre Summe als auch die 
Differenz ihrer Quadrate gleich gegebenen Zahlen 
seien. 

AnflöslLEg. Ea wird verlangt, daJ^ die Summe der Zahlen 
20, die Differenz ihrer Quadrate 80 betrage. 

Wir setzen die Differenz beider Zahlen gleich 2x, so wird 
wieder die gröfsere x -\- 10, die kleinere 10 — x betragen; 
denn bei dieser Annahme ist die Summe 20, die Differenz 2a;. 

Nun ist noch zu bewirken, daf» die Differenz der Qua- 
drate beider Zahlen 80 sei. Die Differenz dieser Quadrate 
ist aber 40a;. Es ist also 

40a; = 80, 
nnd daraas schliefiten wir wieder, dafs die gröfsere Zahl 12, 
die kleinere 8 ist, welche Werte auch der Aufgabe genügen. 

2 > "äV^^ — "* ^ö'"' '^** somit ist nicht nur ^^ + ■äV^f' — <*^i 
sondern auch ^ — -^y2b-—a^ eine positive Zahl. 
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38. Aufgabe. Zwei Zahlen tod der Beschaffenheit 
za finden, dafs aowohl ihre Differenz als aach ihr 
Produkt gleich gegebenen Zahlen seien. 

Es mufs aber das Vierfache des Produkts mit dem 
Quadrat der Differenz zusammen eine Quadratzahl 
ausmachen, und man kann immer solche Zahlen als 
gegeben annehmen, dafs diese Bedingung erfüllt ist*). 

Anflösang. Es wird verlangt, dafs die Differenz der beiden 
Zahlen 4, ihr Produkt 96 betrage. 

Wir setzen die Summe der Zahlen gleich 2a^ Da nun 
die Differenz derselben 4 ist, so wird die gröfsere x -{- 2, die 
kleinere x ~ 2 betragen; denn bei dieser Annahme erhält man 
als Summe 2x, als Differenz 4. 

Nun bleibt noch zu bewirken, dais das Produkt der Zahlen 
96 ausmache. Dies Produkt ist aber x* — 4. Setzen wir nun 
a^ — 4=96, 

so finden wir wieder für die gröfsere Zahl 12, für die kleinere 8, 
und diese Werte genfigen der Aufgabe. 



84. Aufgabe. Zwei Zahlen zu finden, die selbst in 
einem gegebenen Verhältnisse zu einander stehen, und 
bei denen die Summe der Quadrate zur Summe der 
Zahlen gleichfalls in einem gegebenen Verhältnisse 
steht. 

AnflÖBang. Es sei aufgegeben, dafs die gröfsere Zahl 
das Dreifache der kleineren, und die Summe der Quadrate der 
Zahlen fünfmal so grofs sei wie die Summe der Zahlen. 

Wir setzen die kleinere Zahl gleich x, so wird die 
gröfsere $x sein. Nun mufs noch die Summe der Quadrate 
der Zahlen fünfmal so grofs werden wie die Summe der 
Zahlen. Die Summe der Quadrate der Zahlen ist aber 

*) Die Oleiohungen x — 9 •= a, ly == ö liefern nämlich 
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lOa^, die Summe der Zahlen 4k Es ist also lOic* das 
POnffacbe von 4a: oder 

lOa:^ = 20a;. 
Daraus folgt ' 

fl; = 2. 

Somit wird die kleinere Zabl 2, die gröfsere 6 sein, und diese 
Werte genfigen der Aufgabe. 



36. Aufgabe. Zwei Zahlen zu finden, die in einem 
gegebenen Verhältnisse zu einander stehen, Und bei 
welchen die Summe der Quadrate zur Differenz der 
Zahlen in einem gleichfalls gegebenen YerhältniBse 
steht. 

AnflSsiing. Es wird verlangt, dafs die gröläere Zahl das 
Dreifache der kleineren, und die Summe der Quadrate zehnmal 
80 grois als die Differenz der Zahlen sei. 

Wir setzen die kleinere Zahl gleich a;, so wird die grölsere 3x 
sein. Jetzt mnfs noch die Summe der Quadrate das Zehnfache 
der Differenz der Zahlen sein. Die Summe der Quadrate der 
Zahlen ist aber lOa:^ und die Differenz der Zahlen 2x. Es 
ist also lOa^ das Zehnfache von '2x. Das Zehnfache von 2x 
ist aber 20a;. Somit ist 

10«* = 20 a:. 
Wird alles durch x dividiert, so folgt 

1031 = 20 
und daraus 

x = 2. ' 

Es wird also wieder die kleinere Zahl 2, die grnfsere 6 sein, 
und diese Werte genügen der Aufgabe. 



86. Aufgabe. Zwei Zahlen zu finden, die in einem 
gegebenen Verhaltnisse zu einander stehen, und bei 
denen die Differenz der Quadrate zur Summe der 
Zahlen gleichfalls in einem gegebenen Verhältnisse 
steht. 
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AnüSeimg. Ee werde verlangt, dafs die gröfeere Zahl 
das Dreifache der kleineren, und die Differettz der Quadrate 
das Sechsfache der Summe der Zahlen sei. 

Wir setzen die kleinere Zahl gleich x; Sann wird die 
gröfsere 5x sein. Jetzt mulÄ noch die Differenz der Quadrate 
das Sechsfache der Summe der Zahlen sein. Die Differenz 
der Quadrate ist aber Sx", die Summe der Zahlen 4x. Es 
mufa daher Sx^ sechsmal so viel als 4x oder 

8a;* = 24a; 
sein. Daraus ergiebt sich 

a; = 3. 
Die kleinere Zahl wird also 3, die grölsere 9 sein, und diese 
Werte genUgeu der Aufgabe. 



37. Aufgabe. Zwei Zahlen zu finden, die iu einem 
gegebenen Verhältnisse stehen, und bei denen die 
Differenz derQuadrate zurDifferenz derZahlen gleich- 
falls in einem gegebenen Verhältnisse steht. 

Autlftsnng. Es soll die grdfsere Zahl das Dreifache der 
kleineren, und die Differenz der Quadrate zwölfmal so grofs 
wie die Differenz der Zahlen sein. 

Wird wieder die kleinere Zahl gleich x gesetzt, so ist 
die grßfsere 3a:, und es bleibt noch zu bewirken, dafa die Diffe- 
renz der Quadrate das Zwölffiiche der Differenz der Zahlen 
werde. Die Differenz der Quadrate ist aber Sx\ Das mufs 
also zwölfmal so riel wie 2x sein. Es ist daher 

24a: = 8a;*, 
und daraus folgt wieder 

a: = 3, 
womit die Aufgabe offenbar gelöst ist. 

Ahnlich werden durch dieselben Betrachtungen die Auf- 
gaben gelöst: 

Zwei Zahlen zu finden, die in einem gegebenen 
Verhältnisse stehen, und deren Produkt zur Summe 
gleichfalls in einem gegebenen Verhältnisse steht; 
und weiter: 
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Zwei Zahlen zu finden, die in einem gegebenen 
Verhältnisse stehen, und deren Produkt zur Diffe- 
renz gleichfalls in einem gegebenen Verhältnisse 
steht. ^__^___ 

S8. Ao^be. Zwei Zahlen zu finden, die in einem 
gegebenen Verhältnisse stehen und so beschaffen sind, 
dafs das Quadrat der kleineren Zahl zur grSTseren 
Zahl in einem gleichfalls gegebeneu Verhältnisse steht 

Äuflösiuig. Es sei aufgegeben, dafs die gröfsere Zahl das 
Dreifache der kleineren, und das Quadrat der kleineren das 
Sechsfache der grQfseren Zahl sei. 

Wir setzen wieder die kleinere Zahl gleich x, so wird 
die grölsere 3a: sein, und es erübr^ noch zu bewirken, dafs 
das Quadrat der kleineren das Sechsfache der gröfseren Zahl 
sei. Das Quadrat der kleineren Zahl ist aber 3^. Folglich 
mufs a^ das Sechsfache von 3x sein; also ist 

I8x = x', 
und es ergiebt sich 

a;=18. 

Somit ist die kleinere Zahl 18, die gröfsere 54, und diese 
Werte genügen der Aufgabe. 



89. Anfigalje. Zwei Zahlen zu finden, die in einem 
gegebenen Verhältnisse stehen und so beschaffen sind, 
dafs das Quadrat der kleineren Zahl zu der kleineren 
Zahl in einem gleichfalls gegebenen Verhältnisse 
steht. 

AnflösiLiig. Es wird verlangt, dafs die grSfeere Zahl das 
Dreifache der kleineren, und das Quadrat der kleineren das 
Sechsfache der kleineren Zahl selbst sei. 

Es sei wieder die grdfsere Zahl 3z, die kleinere x, so 
ist die gröfsere das Dreifache der kleinereu, und wir haben 
nur noch zu bewirken, dalä das Quadrat der kleineren das 
Sechefache der kleineren Zahl selbst sei. Es soll also a^ das 
Sechsfache von x oder 
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sein. Daraus ergiebt aich 

Die kleinere Zahl wird demnach 6, die gröreei 
diese Werte genügen der Aufgabe. 



40. Aufgabe. Zwei Zahlen zu finden, die in einem 
gegebenen Verhältnisee stehen und so beschaffen sind, 
dafs das Quadrat der kleineren zur Summe der beiden 
Zahlen gleichfalls in einem gegebenen Verhältnisse 
steht. 

Äaflösimg. Es sei aufgegeben, dafe die gr'öfsere Zahl das 
Dreifache der kleineren, und das Quadrat der kleineren das 
Doppelte der Summe beider Zahlen betn^e. 

Ist wie oben die grölsere Zahl gleich 3x, die kleinere gleich 
X, so bleibt noch zu bewirken, dafs das Quadrat der kleinereu 
Zahl doppelt so grofs wie die Summe der beiden Zahlen 
werde. Das Quadrat der kleineren Zahl ist aber x% die Summe 
beider Zahlen ix. Daher muJä x' das Doppelte von 4x, also 

äx = x» 

sein, und es wird 

x = 8. 
Die kleinere Zahl wird demnach 8, die gröfsere 24 sein, und 
diese Werte genügen der Aufgabe. 

4L Au^be. Zwei Zahlen zu finden, die in einem 
gegebenen Verhältnisse stehen und so beschaffen 
sind, dafs das Quadrat der kleineren Zahl zur Diffe- 
renz der Zahlen in einem gleichfalls gegebenen Ver- 
bältnisse stehe. 

AoflSsnng. Es werde verlangt, dafs die grdfsere Zahl das 
Dreifache der kleineren, und das Quadrat der kleineren das 
Sechsfache der Differenz beider Zahlen sei. 

Ist wieder wie oben die gröfsere Zabl gleich Sx, die 
kleinere gleich x, so bleibt noch zu bewirken, dafs das Qua- 
drat der kleineren das Sechsfache der Differenz beider Zahlen 
werde. Es mufs also x' das Sechsfache von 2x oder 
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12a; = 3^ 
sein. Dann ist 

x= 12; 
die kleinere Zahl wird somit 12, die gröfsere 36 eein, nnd 
diese Werte genügen der Aufgabe. 



42. In ähnlicher Weise -werdeo dnrch dieselben Scliliiase 
folgende Aufgaben gelöst: 

Zwei Zahlen zu finden, die in einem gegebenen 
Verhältnisse zu einander stehen und so beschaffen 
sind, dafs das Quadrat der gröfseren zur kleineren 
Zahl in einem gleichfalls gegebenen Verhältnisse 
stehe. 

Zwei Zahlen zu finden, die in einem gegebenen 
Verhältnisse stehen und so beschaffen sind, dafs das 
Quadrat der gröfseren zur gröfseren Zahl iu einem 
gleichfalls gegebenen Verhältnisse stehe. 

Zwei Zahlen zu finden, die in einem gegebenen 
Verhältnisse stehen und so beschaffen sind, dafs das 
Quadrat der gröfseren zur Summe beider Zahlen in 
einem gegebenen Verhältnisse stehe. 

Zwei Zahlen zu finden, die in einem gegebenen 
Verhältnisse stehen und so beschaffen sind, dafs das 
Quadrat der gröfseren zur Differenz beider Zahlen 
in einem gleichfalls gegebenen Verhältnisse stehe. 



48. Aufgabe. Zu zwei gegebenen Zahlen eine dritte 
Zahl von der Beschaffenheit zu finden, dafs, wenn 
man je zwei dieser drei Zahlen addiert und die jedes- 
malige Summe mit der zurück gebliebenen Zahl mul- 
tipliziert, drei Zahlen von gleicher Differenz ent- 
stehen. 

Aoflösnng. Die gegebenen Zahlen seien 3 und 5. Man 
soll eine dritte Zahl finden, so dafs, wenn man je zwei dieser 
drei Zahlen addiert und die jedesmalige Summe mit der zurück- 
gebliebenen Zahl multipliziert, drei Zahlen ron gleicher Diffe- 
renz gebildet werden. 
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Die gesuchte Zalil sei gleich x. Wird dieselbe zu 5 
addiert, so erhält man ^ -|- 5. Wird diese Summe mit der 
zurückgebliebenen Zahl, d, i. 3, multipliziert, so ergiebt sich 
33; + 15: 

Wird weiter a; zu 3 addiert, so erhält man x + 5. Wird 
dies mit der zurückgebliebenen Zahl, d. i. 5, multipliziert, so 
ergiebt sich öx -\- 15, 

Wird endlich 5 zu 3 addiert und die Summe 8 mit x 
multipliziert, so erhält maa 8x. 

Es ist nun klar, dais 3x -\- 15 in keinem Falle das 
grSfste der drei erhaltenen Produkte sein kann; denn 6x-\- 15 
ist grofaer als Sx + 15. Folglich wird 3a; + 15 entweder 
das mittlere oder das kleinste Produkt sein, während 5x -\- 15 
entweder das gröfste oder das mittlere ist. Dagegen kann 
8x sowohl das gröfste, als auch das kleinste Produkt sein, da 
der Wert von x unbekannt ist. 

Wir aetaen nun erstens voraus, 5a: + 15 sei das grölste, 
dx 4* 15 das kleinste, also natürlich 8a: das mittlere Produkt. 
Wenn nun diese Produkte Zahlen von gleicher Differenz sind, 
so wird die Summe des kleinsten und des gröfsten das Doppelte 
des mittleren, also, da die Summe des gröfsten und des 
kleinsten 8x + 30 beträgt, 

8a; + 30 = 16a; 
sein. Daraus folgt 



dies ist die gesuchte Zahl, und dieselbe genfigt der Aufgabe. 
Es sei jetzt zweitens 5a; + 15 das gröfste Produkt, 
aber 3a; -H 15 das mittlere, also 8a: das kleinste. Wenn nun 
diese Produkte Zahlen gleicher Differenz sind, so mnfs das 
gröfste um ebensoviel mehr betragen als das mittlere, wie 
das mittlere gröfser ist als das kleinste. Das gröfste beträgt 
aber 2x mehr als das mittlere und das mittlere 15 — bx 
mehr als das kleinste. Daher ist 

15 — 5a; = 2a:, 
und daraus folgt 
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Das ist der Wert der gesuchten Zahl, und derselbe genügt 
der Aufgabe. 

D rittena sei 8ss das gröfste Produkt, 6^ -\- 15 das mittlere 
und Bsc -\- 15 das kleinste. Da nun wieder die Summe des 
gröfsten tmd des kleinsten das Doppelte des mittleren ist, 
und das gröfste und kleinste zusammen llar-('15 betragen, 
so mufs IIa: + 15 das Doppelte des mittleren Produktes sein. 
Das mittlere Produkt ist aber 5a; + 15. Daher ist 

10ar+30= lla;+ 15. 
Daraus ergiebt sich für die gesuchte Zahl 15, und dieser 
Wert genügt der Aufgabe. 
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1. Aufgabe. Zwei Zahlen von solcher Beschaffen- 
heit zu finden, dafs ihre Snmme zur Summe ihrer 
Quadrate in einem gegebenen Verhältnisse stehe.' 

Auflösung;. Es wird verlangt, dafs die Summe der Zahlen 
der zehnte Teil der Summe ihrer Quadrate sei. 

Wir setzen die kleinere Zahl gleich x, die gröfsere gleich 
2«*), so ist die Summe beider 3a;, die Summe ihrer Quadrate bx\ 

Es soll nun 3a: der zehnte Teil von 5a:*, also 
30a; = 5a:* 
sein. Daraus ergiebt sich 

a; = 6. 
Somit ist die kleinere Zahl 6, die gröfsere 12, und diese Werte 
genügen der Aufgabe. 



*') Dorcb diese (wiUkürhohe) Annahme wird die Aufgabe mit 
der 34*"* dea ereten Buches identisch. Die allgemeine Aufgabe 
führt zu der Gleichung s^ -\- y* =^ m (x -\- y), welche 



liefert. Um rationale Werte zu erhalten, ist -r- + *wy — ff* 
>=> ( Y 'l' ^y) zu setzen, wo h unbestimmt bleibt. Man erhält 
durch leichte Entwicklungen y = , , , und x entweder 

Diophant's Lösung entspricht den Werten m ■= 10 und ft ■=■ -^ 
oder 's ^ — 2, je nachdem der erste oder zweite Ausdruck fUr x 



benutzt wird. 
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3. Aufgabe. Zwei Zahlen von solclier Beschaffen- 
heit zu finden, dafs ihre Differenz zur Differenz ihrer 
Quadrate in einem gegebenen Verhältnisse stehe. 

Anflösimg. Es soll die Differenz der Zahlen der sechste 
Teil der Differenz ihrer Quadrate sein. 

Wir setzen die kleinere Zahl gleich x, die gröfaere gleich 
2a;"), 80 ist die Differenz der Zahlen x, die Differenz ihrer 
Quadrate 3a;*. Es soll nun x der sechste Teil von 3a:* sein. 
Daher ist 

6a; = 3a:*, 
und daraus folgt 

x = 2. 
Die kleinere Zahl wird also 2, die gröfsere 4 sein, und diese 
Werte genügen der Aufgabe. 



8. Aufgabe. Zwei Zahlen von solcher Beschaffen- 
heit zu finden, dafs das Produkt zur Summe oder zur 
Differenz derselben in einem gegebenen Verhält- 
nisse stehe. 

Anflösimg. Es sei erstens aufgegeben, dafs das Produkt 
der Zahlen das Sechsfache ihrer Summe sei. Wir setzen die 
gesuchten Zahlen gleich x und 2x**). Dieselben können 



*) Durch diese Annahme wird die Aufgabe mit der 37*™ 
des ersten Buches identisch. Die allgemeine Aufgabe fuhrt zu der 
Gleichang x* — y* ■=m{x — y). Diese liefert x ^ m — y, wo 
y unbestimmt bleibt. Diophant's Lösung entspricht den Werten 
m = 6, y ^ 2. 

**) Diese Aimahme macht beide Aufgaben mit den der 37*™ 
des ersten Buches angefllgten identisch. Allgemein wird die erste 
Aufgabe zur Gleiohimg xy ='m(x -{- y), die zweite zu 

xy = m{x — y) 
führen. Die erste Gleichung liefert 



Darin ist m gegeben, y bleibt unbestimmt. 
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übrigens auch in jedem ajiiieren gegebenen Verhältnisse 
stehen. 

Das Prodult der Zahlen wird nun 2z^, ihre Snmme 3a; 
betragen, nnd es soll 2x* «las Sechsfache von 3x oder 

18a: = 2x* 
sein. Daraus folgt 

und es ergiebt sich ffir die erste Zahl 9, für die zweite 18, 
welche Werte auch der Aufgabe genügen. 

Zweitens werde gefordert, dals das Produkt der Zahlen 
das Sechsfache ihrer Differenz sei. Dann wird wieder das 
Produkt der beiden Zahlen 2x% die Differenz aber x betragen, 
nnd es mufs 

6a; = 2a;* 
sein, woraus sich 

»-=3 
ergiebt. Die erste Zahl wird also 3, die zweite 6 sein, und 
diese Werte genügen der Aufgabe. 



4. Aufgabe. Zwei Zahlen von solcher Beschaffen- 
heit zu finden, dafs die Summe der Quadrate zur 
Differenz der Zahlen in einem gegebenen Verhält- 
nisse stehe. 

Auf lÖBimg. Es sei aufgegeben, dafs die Summe der Quadrate 
das Zehnfache der Differenz der beiden Zahlen betrage. 

Wir setzen wieder die erste Zahl gleich x, die zweite 
gleich 2a;*), so ist die Summe der Quadrate beider Zahlen 
5a;*, die Differenz äer Zahlen x. Es soll also 5a;* das Zehn- 
fache Too X oder 



*) Durch diese Annahme wird die Aufgabe mit der 35*" 
des ersten Buches identisch. Allgemein führt die Aufgabe zu dei 
Gleichung a;* -f- y* ^ m (a: — y), welche die beiden Lösungen 
»t(t + i) mjk-l) 

fc' + 1 ' ^ *'-t-i 
^ _ mk(k - 1) „_ w(fc-ll 

k' + l ' y— k'+l 

hat, wo m gegeben ist und k unbestimmt bleibt. 
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5«» = 10a: 
aein; daraus ergiebt sich 

3; = 2. 

Die erste Zahl wird also 2, die zweite 4 sein, und diese Werte 
geaflgen der Aufgabe. 



6. Aufgabe. Zwei Zahlen von der Beschaffenheit 
zu finden, dafs die Differenz der Quadrate zur Summe 
der Zahlen in einem gegebenen Verhältnisse stehe. 

Anflösong. Es werde verlangt, dafs die Differenz der 
Qaadrate das Sechsfache der Summe der Zahlen sei. 

Wir setzen wieder die eine der gesuchten Zahlen gleich x, 
die andere gleich 2 a;*), so wird der Unterschied der Quadrate 
Sa;*, die Summe der Zahlen 3a; betragen; folglich soll 3a;* 
das Sechsfache von Sfc, d. h. 

3a;* = 18a; 
sein. Daraus ergiebt sich 

a; = 6, 
wodurch die Aufgabe offenbar gelöst ist. 

6. Aufgabe. Zwei Zahlen von gegebener Differenz 
zu finden, die so beschaffen sind, dafs die Differenz 
ihrer Quadrate die Differenz der Zahlen selbst um 
eine gegebene Zahl übertreffe. 

Es mufsaber dasQuadrat der Differenz der Zahlen 
kleiner sein als die Summe eben dieser Differenz und 
der Zahl, welche angiebt, um wieviel die Differenz der 
Quadrate die Differenz der Zahlen selbst fibertrifft**). 



•) Durch diese Annahme wird die Aufgabe mit der 36"™ 
des ereten Buches identisch. Die allgemeine Aufgabe fuhrt zu der 
Gleichung t^ — j(* ^ m (a; + y), und diese liefert x^y-\-m, wo 
m gegeben ist and y unbestimmt bleibt. 
**) Setzt man i^emeiu 

X — y = a 

so ergiebt sich leicht 

Diophiut, AFlIhinetlk. 4 
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AoflÖsmig. Es wird Terlai^, d&Ss die Differenz der Zahlen 
2 betrage, und die Differenz der Quadrate die Differenz der 
Zahlen selbst um 20 übertreffe. 

Wird die kleinere Zahl gleich x gesetzt, so wird die 
gröfsere x -\- 2 sein; denn dann ist die Differenz der Zahlen 
gleich 2. Die Differenz der Quadrate der Zahlen ist aber 
4x + 4- Es mufs also 4fl; + 4 um 2 gröfaer sein als 20, so 
dafa wir 

43^ + 4 = 22 
uäd daraus 

j; = 4| 
erhalten. Folglich wird die kleinere Zahl 4y, die gröfsere 
6y betragen, und diese Werte lösen die Aufgabe. 



7. Aufgabe. Zwei Zahlen von der Beschaffenheit 
zu finden, dafs die Differenz ihrer Quadrate um eine 
gegebene Zahl gröfaer sei als ein vorgeschriebenes 
Vielfache der Differenz der Zahlen. 

Auflösung. Es wirH verlangt, dafs die Differenz der 
Quadrate um 10 gröfser sei als das Dreifache der Differenz 
der Zahlen. 

Es mufa aber*} daa Quadrat der Differenz der Zahlen 
kleiner sein als die Summe des dreifachen Unterschiedes der 
Zahlen und der gegebenen Zahl 10. 

Wir nehmen die Differenz der Zahlen gleich 2 **) und die 

- „ ° + ^ + °' .. _ a + 6 - a' 

und nur wenn die obige Bedingung a* <.a -\- b erfüllt ist, erhält 
man für p positive Werte. 

*) IMe Berechtigung dieser wahrscheinlich an eine falsche 
Stelle geratenen und mit Bücksicbt auf diese Stelle formulierten 
Determination wird die allgemeine Behandlung der Aufgabe ergeben. 
**) Soll allgemein die Differenz der Quadrate um a gröfser 
als das mfache der Differenz der Zahlen sein, so nehmen wir an, 
die letztere Differenz sei d, die kleinere Zahl x, also die gröfsere 
a: + d. Dans soll 

(x + dy — ^ = a + md 
oder 
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kleinere ZaU gleich x an; dann wird die gröfeere x -{'_2 sein. 
Es mufs also 4x 4~ ^ ^^ ^^ gröfser sein als das Dreifache 
von 2; daher ist 

3.2+ 10 = 4a: + 4, 
und daraus folgt 

a: = 3. 
Die kleinere Zahl ist somit 3, die gröfsere 5, und diese Werte 
genügen der Aufgabe. 



8.Aiifgabe. [Yieta, Zet.IV, 1.] Eine gegebene Quadrat- 
zahl in zwei Quadrate zu zerfallen. 

AaflÖBDng. Es werde verlangt, 16 in zwei Quadrate zu 
teilen. Wird das erste dieser Quadrate gleich x^ gesetzt, so 
mufs noch 16 — af zu einem Quadrate gemacht werden. 

Wir bilden das Quadrat eines um die Seite des gegebenen 
Quadrats 16 verminderten beliebigen Vielfachen von x, etwa 
von 2x — 4. Das Quadrat dieser Zahl ist 4a^ + 16 — 16a;, 
und diese Zahl mute gleich 16 — a^ sein. Werden [in 

4x' + 16 — IGx = 16 - a^] 
die abzuziehenden Gröfsen beiderseits addiert und sodann 
Grleiches von Gleichem subtrahiert, so folgt 

5a^ ~ 16a; 
und daraus 



Es wird also das eine Quadrat ^j- , das andere - 
2da: + (J* = a + md 



sein; daraus folgt 



„ _1_ j a -r ma -r 11-- 

Wird, wie oben, m ^ Z, a ^ 10 voran sgeaetzt, so ist 

und diese Ausdrücke hefem fOr Ä ^ 1 die Zahlen 6 und 7, fllr 
d — 2 die Zahlen 3 und 5, u. s. w. 
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der Thst ist die Summe dieser Zahlen -^ = 16, und dabei 
ist jede derselben eine Qaadratzahl*). 



9, Aufgabe. Nochmalige Lösung der vorhergehen* 
den Aufgabe. Es soll wieder die Quadratzah! 16 in zwei 
Quadrate zerlegt werden. 

Wir setzen die Seite des ersten Quadrats gleich x, die 
des andern gleich einem um die Seite des gegebenen Quadrats 
verminderten beliebigen Vielfachen you x, etwa gleich 2a; — 4. 
Dann werden die Quadrate a;* und 4a;* -|- 16 — 16 a; sein. Die 
Summe dieser beiden Zahlen soll gleich 16 sein, also ist 



*) Soll allgemein a^ in zwei Quadrate geteilt werden, so lösen 
wir, indem wir imter m eine beliebige Zahl verstehen, die Gleichnng 

a* ^ 3? + {mx — o)* 
und erhalten fHr die Wurzeln der gesuchten Quadrate 

Im Besoudern ist 

Bekanntlich hat P. Fermat seine Anmerkungen zum Diophast 
auf den Band eines Exemplars der Bache t'schen Ausgabe ge- 
schrieben. Diese Anmerkungen sind sodann abgedruckt in der 
Ausgabe, welche S. Permat (der Sohn des erstgenannten) 1670 
veranstaltet hat. Da diese Ausgabe sehr selten geworden ist, so 
sollen jene Bemerkuugen des grollen Mathematikers hier Aufnahme 
finden. Zu der vorliegenden Aufgabe bemerkt Fermat: „Dagegen 
ist es ganz nnmSglich, einen Kubus in zwei Kuben, ein 
Biquadrat in zwei Biquadrate, and allgemein irgend eine 
Potenz^ aufser dem Quadrat in zwei Potenzen von dem- 
selben Exponenten 2u zerfallen. Hierfür habe ich einen 
wahrhaft wunderbaren Beweis entdeckt, aber der Kand 
ist zu klein ihn zu fassen." 

Ob Fermat wirklieb einen Beweis des Batzes besessen hat, 
dafs die Gleichung a;" + y" = s" in ^^tionalen Zahlen nicht gelöst 
werden kann, sobald «>2 ist? Man ist versucht, daran zu 
zweifeln, wenn man bedenkt, dafs trotz der Bemühungen von 
MSnnem wie Euler, Lejeune-Dirichlet, Kummer u.a. der Be- 
weis noch nicht allgemein geführt ist. (Yergl. jedoch Über diese 
Prag« Lejeune-Dirichlet, Werke, 1. p. 197.) 



:dbv Google 



IL Buch. 53 

5x^ + 16— 16a; = 16, 
und daraas folgt 

16 
x=-. 

Es wird daher die Seite des ersten Quadrats -r, dieses selbst 

also -gg-, die Seite des zweiten Quadrats y, dieses selbst also 

— sein, und diese Werte genügen offenbar der Aufgabe. 



10. ATifgabe. [Vieta, Zet. IV, 2, 3.] Eine gegebene 
Zahl, welche die Summe zweier Quadrate ist, in zwei 
andere Quadrate zu teilen. 

Änflösnng. Es sei die Zahl 13 vorgelegt, welche aus den 
Quadraten 4 und 9 besteht. Man soll dieselbe in zwei andere 
Quadrate zerlegen. 

Wir nehmen die Seiten der genannten Quadrate, nämlich 
2 und 3, und seb^n die Seite des einen gesuchten Quadrats 
gleich X -^ 2, die des andern gleich einem beliebigen Viel- 
fachen Ton X, vermindert um so viele Einheiten, als die Seite 
des zweiten Quadrats enthält, nämlich um 3*). Dieselbe sei 



*) Soll allgemein a^ -{- b^ in zwei Quadrate zerlegt werden, 
deren Wurzeln von a und h verachieden sind, ao nehmen wir diese 
Wurzeln gleich x -{- a, mx — 6 an und erbalten durch Auflösung 
der fileichnng 

(x + af + {mx — iy = a^ + 6» 
leicht 

a( 6m — a) 

"= m' + l ' 

so da&i sich ftlr die gesuchten Wurzeln 

, am' 4- 261» — a , im* — 2om — b 

'+" Sr+T- • •»«-»- SmT 

ergiebt, wo für m jede beliebige Zahl gesetzt werden kann. Fermat 
bemerkt zu dieser Aufgabe folgendes: 

„Kann man aber auch die Sumnke zweier Kuben in 
zwei andere Kuben zerfallen? Diese schwierige Aufgabe 
war sicherlich Sachet und Vieta, vielleicht sogar dem 
Diophant selbst unbekannt; ich habe sie'aber unten in 
der Anmerkung zur zweiten Aufgabe des vierten Buches 
gelöst" 
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gleich 2x — 3. Die Quadrate werden dann x^ -j- -kx + 4 und 
4x^ + 3— 12a: sein. 

Es bleibt noch zu bewirken, dafs die Summe dieser 
Quadrate gleich 13 werde. Durch Addition derselben erhält 
man aber 5a? +13 — 8a;. Es mufs also 
53^+13 — Sx=lB 
sein, und daraus folgt 

8 

Nun hatte ich die Seite des ersten Quadrats gleich x + 2 
gesetzt; dieselbe wird also - sein. Die Seite des zweiten 
Quadrats war 2x — 3; das wird gleich -r ■ Was die Quadrate 
selbst betrifft, so wird das erste -^, das zweite — betragen; 
die Summe beider ist also -^ , und das ist gleich der vor- 
gelegten Zahl 13. 

U. Aufgabe. [Vieta, Zet. IV, 6.] Zwei Quadratzahlen 
zu finden, deren Differenz eine gegebene Zahl sei. 

Aaflöeang. Es wird rerlaogt, dafs die Differenz der 
Quadrate gleich 60 sei. 

Wir setzen die Seite des einen Quadrate gleich x, die des 
andern gleich der Summe ¥on x und einer beliebigen Zahl, 
welche nur der Beschränkung unterworfen ist, dafs ihr Quadrat 
nicht gröfser sein darf als die gegebene Differenz*). Auf diese 
Weise bleibt nämlich zuletzt nur ein Glied auf jeder Seite der 
Gleichung, und -die Aufgabe wird lösbar. 

Es sei also die Seite des zweiten Quadrats a; -j- 3. Die 



*) Sinii X*, (x + d)' die gesuchten Quadrate, a die gegebene 
Differenz derselben, so soll 

sein. Hieraus folgt 

alao mufs d^ -Ca sein, damit x einen positiven Wert erbalte. 
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Quadrate selbst werden dann ^ und a:' -|- 6a; -f- 9, und ihr 
Unterschied wird 6 a; -|- 9 sein. Dieser letztere soll gleich 
60 sein. Ans 

6* + 9 = 60 
folgt aber 



Somit wird die Seite des ersten Quadrats %\, die des zweiten 
llj, das eine Quadrat selbst 72j, das andere 132-i- betragen, 
und diese Werte genfigen offenbar der Aufgabe. 



la. Aufgabe, [Vieta, Zet. IV, 7.] Zu zwei gegebenen 
Zahlen eine und dieselbe Zahl za addieren, so dafs 
jede der beiden Summen eine Quadratzahl sei. 

Äoflöanng. Es seien 2 nnd 3 die gegebenen Zahlen, die 
zu addierende Zahl x. Es soll also sowohl a; -^ 2, als auch 
ic + 3 ein Quadrat werden. Wir haben Met eine sogenannte 
doppelte Gleichung*); dieselbe wird auf folgende Weise 
gel9st: 

Man bestimmt die Differenz der gegebenen Zahlen und 
sucht sodann zwei Zahlen, deren Produkt gleich dieser Diffe- 
renz ist Es sind dies z. B. 4 und -j' Nun setzt mau ent- 
weder das Quadrat der halben Differenz dieser beiden Zahlen 
^eich dem kleinereu der gesuchten Quadrate, oder das Quadrat 
der halben Summe beider Zahlen gleich dem gröfseren der 



*) Die Aufgabe, für die Unbekaimte .einen solchen Wert zu 
finden, AaS& zwei Funktionen derselben gleichzeitig Quadrate werden, 
nennt Diopbant eine 6vithii6Övqg oder dmil^ lao'crjg oder dmX^ taaetg. 
Ich habe, freilich ungern, den von Schulz, Nesselmann u. a. daftlr 
gebrauchten Ausdruck „doppelte Gleichung" beibehalten, da ich 
keinen besseren weiTs, und eine Umschreibung mancherlei Un- 
bequemlichkeiten — besonders bei den Anmerkungen Fermats — 
herbeifHbren würde. In der lateinischen Übersetzung sagen Xylander 
und Bachet duplicata aequalitas; Lagrange (in seinen Zusätzen zu 
Eulers Algebra), Brassinne etc. sagen double ögalitö, Heath über- 
setzt double-equation. 
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gesuchteD Quadrate. Das Quadrat der halben Differenz jener 
Es ist alf 



beiden Zahlen ist aber -gv-- Es ist also 



nod daraus folgt 

97 

Das Quadrat der halben Summe jener Zahlen ist -^, mid 
wird dies gleich dem gröFseren Quadrat, also 

-6^ = ^ + 3 
gesetzt, 80 ergiebt sich eben^lle 



Die zu addierende Zahl ist somit ^r, und diese genBgt auch 
offenbar der Aufgabe. 

Will man nicht zu einer doppelteu Gleichung gelangen, 
so hat man auf folgende Weise zu verfahren: 

Man soll eine Zahl suchen, welche, zu jeder der beiden 
Zahlen 2 und 3 addiert, ein Quadrat liefert. 

Wir suchen zuerst eine Zahl, welche, um 2 vermehrt, zu 
einer Quadratzahl wird, oder auch eine Zahl, welche, um 3 
vermehrt, zu einer Quadratzahl wird. Das leistet aber jede 
beliebige Quadratzahl, welche wir um 2 oder um 3 vermindert 
haben. 

Wir wollen die Zahl 2 benutzen. Wird 2 von a;* sub- 
trahiert, so bleibt der Rest x' — 2, und diese Zahl wird offen- 
bar zu einem Quadrat, wenn 2 addiert wird. Wird aber 3 
dazu addiert, so erhält man x^ -j- 1. Das soll gleich einem 
Quadrat gemacht werden. Zu diesem Zwecke bilden wir das 
Quadrat der Zahl, die entsteht, wenn wir x um so viele Ein- 
heiten vermindern, dafs der Ausdruck für x^ gröfser als die 
vorher abgezogene Zahl, im vorliegenden Falle also gröfser 
als 2 wird; auf diese Weise bleibt nämlich auf jeder Seite 
der Gleichung nur ein Glied zurück. 

Es sei diese Zahl x — 4. Dann wird das Quadrat selbst 
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3^ + 16 — Sx betragen. Dies soll gleich a? -|- 1 sein. Wird 
in der Gleiclmiig 

a? + lG—Sx=.x*-\- 1 
die abzuziehende Zahl beiderseits addiert und sodann Gleiches 
Ton Gleicheia subtrahiert, so bleibt 
8a;"= 15, 
und darans ergiebt sich 

15 

Wird dieser Wert in den Ausdruck fiir die gesuchte Zahl 
eingesetzt, so ergiebt sieh fQr dieselbe wj-*) 



*) TTm die Aufgabe allgemein zu ISaen, nehmen wir an, a, h 
seien die gegebenen Zahlen, und es sei a > b. Nach dem ersten 
Verfahren setzen wir dann 

X -\- a ^ u^, X -i- b = v' 
und erhalten 

(» + .)(»-.)-«-!,, 

oder, wenn n eine beliebige Zahl bezeichnet, 

(. + ,)(._.)_<l^!.„. 

WM 

. + „ = „, »-.-^ 
angenommen, so folgt 

^ »' + g - b ^ n'~a + b 

2« ' *' 2n ' 

und es ergiebt sich für die gesachte Zahl der Wert 

oder, was dasselbe ist, 

— r .--»+» T_ , 



Im oben behandelten Falle ist a ■= 3, b ^ 2, also 

-["^T-3-[=^]"-^ 

wo M SO ZU wühlen ist, dafs x positiv wird. Der Wert x ~ 
entspricht dem Werte n = j ■ 
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13. Aufgabe. [Vieta, Zet. IV, 8.] Yon zwei gegebenen 
Zahlen eine and dieselbe Zahl von der Beschaffenheit 
zu subtrahieren, dafa jeder der beiden Reste eine 
Quadratzahl sei. 

Aüflösim^. Ea werde verlangt, von 9 und 21 eine imd 
dieselbe Zahl zu subtrahieren, die so bestimmt ist, dafs jeder 
der beiden Beste ein Quadrat sei. 

Wir subtrahieren von einer der beiden gegebenen Zahlen 
ein ganz beliebiges Quadrat und setzen diese Differenz gleich 
der gesnchten Zahl; denn wenn wir dieselbe von der gegebenen 
Zahl subtrahieren, so bleibt ein Quadrat übrig. 

Es sei also von 9 das Quadrat x* subtrahiert-, der Rest 
ist dann 9 — x*. Wir müssen jetzt auch von 21 diese Diffe- 
renz 9 — x^ subtrahieren und den Rest zu einem Quadrat 
machen. Wenn wir aber 9 — a^ von 21 subtrahieren, so bleibt 
X* -f- 12. Das soll zu einem Quadrat gemacht werden. 

Zu diesem Zvrecke bilde ich das Quadrat der Zahl, die 
erhalten wird, wenn von x eine Zahl subtrahiert wird, deren 
Quadrat mehr als 12 beti^t. Auf diese Weise wird erreicht, 
dafs auf jeder Seite der Gleichung nur ein Glied übrig bleibt. 
Es sei jene von x zu subtrahierende Zahl 4. Dann wird das 
Quadrat a:* + 16 — 8a; betragen, und es soll 

a* + 16 — 8a: = a;* + 12 
sein. Wird jetzt Gleiches von Gleichem subtrahiert, so bleibt 



Um das zweite Verfahren allgemein darzustellen, nennen 
wir die gesuchte Zahl x* — a und setzen, unter n eine beliebige 
Zahl verstehend, 

a;* ^ — a -{- h ^ (x — «)*. 
Daraus ergiebt sieb leicht 

»- + « _ 6 
3n ' 

und man erhält füi' die gesuchte Zahl, wie oben, 

Der letzte Ausdruck zeigt auch, weshalb der Ausdruck von':»' 
grOfser sein soll als die vorher abgezogene Zahl o. 
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und daraus folgt 



II. Bncb. 

Sx = 4-, 



Nun ist 9 = Y ^° "ST ' ^"^ dayon x\ d. i. ^ subtrahiert, 
80 erl^lt man die Zahl -vj-, welche der Aufgabe genügt*). 



14. Aufgabe. [Vieta, Zet. IV, 9.] Zwei gegebene Zahlen 
von einer und derselben Zahl zu subtrahieren, die 
so beschaffen ist, dafs jeder der beiden Reste ein 
Quadrat sei. 

Auflosailg. Es wird verlangt, die Zahlen 6 tmd 7 von 
einer solchen Zahl zu Bubtrahieren, dafs jeder der Beste ein 
Quadrat sei. 

Wir setzen die gesuchte Zahl gleich x. Wird davon 6 
subtrahiert, so bleibt x — 6, und das soll gleich einem Quadrat 
sein. Wird aber 7 snbtrahiert, so bleibt x — 7. Wir kommen 
also in dieser Aufgabe wieder zu einer doppelten Gleichung, 
und da die Differenz der Zahlen 7 und 6, d. i. 1, gleich dem 
Produkt aus 2 in — angenommen werden kann, so erhalten 



*) Sind a, b die gegebenen Zahlen, wo & > n sein möge, so 
genügt die Zahl a — ^ für jeden Wert von x der Bedi^vug, 
dafs, wenn man sie tdh a aubtrahiert, der Rest ein Quadrat sei. 
Es mula also noch b — (o — a;*), d. i. fe — a -\- x' zu einem 
Quadrat gemacht werden. 

Setzt man zu diesem Zwecke' 

l-„ + ^ = (,-n)', 
SO erh&lt man 



nnd die gesuchte Zahl ist 

Die Ton Diophant angegebene Bedingung drflckt also nur aus, 
dab X tönen positiven Wert haben solle, nicht dafs die gesnchte 
Zahl selbst positiv werde, einUaogel, auf den schon Bachet hinweist 
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wir schliefslich für die Ußbekaimte x den Wert -r^, welcher 
auch der Aufgabe genügt. 

Will man die doppelte Gleichung vermeiden, bo hat mau 
in folgender Weise die Untersuchung anzustellen: 

Wir fragen zuerst, von welcher Zahl man 6 subtrahieren 
müsse, am ein Quadrat Übrig zu behalten. Offenbar wird diese 
Forderung von jeder beliebigen um 6 vermehrten Quadratzahl 
erfüllt. 

Es sei cc' das genommene Quadrat, so ist !t^ -\- 6 die ge- 
suchte Zahl; denn es leuchtet ein, dafs, wenn 6 von derselben 
subtrahiert wird, der Rest wirklich ein Quadrat ist. 

Es mufs nun noch 7 von 3^ + 6 subtrahiert und der 
Rest zu einem Quadrat gemacht werden, d. h. :(;^ — 1 mufs 
ein Quadrat sein. 

Wir bilden das Quadrat von x — 2; dies Quadrat wird 
a? -\- 4 — 4x sein. Wird dasselbe gleich x' — 1, [also 

a;* + 4 — 4« -= «* — 1] 
gesetzt, so ergiebt sich 



und wir erbalten somit für die gesuchte Zahl den Wert - 
welcher auch der Aufgabe gen^t. 



■ 15. Aufgabe. Eine gegebene Zahl in zwei Teile zu 
teilen and dazu eine Quadratzahl von der Beschaffen- 
heit zu ermitteln, dafs dieselbe ein Quadrat bleibt, 
wenn sie zu jedem der beiden Teile addiert wird. 

AuflÖBimg. Es wird verlangt, 30 in zwei solche Teile zn 
zerlegen. 

Wir wählen zwei Zahlen von der Beschaffenheit, dafs die 
Summe ihrer Quadrate kleiner als 20 sei*). Diese Zahlen 

*) Ist allgemein a die zn teilende Zahl, und wird das Quadrat, 
durch dessen Hinzufdgung jeder Teil eine Quadratzahl wird, mit 
X* bezeichnet, so kann man die Teile von a gleich 2mx -j- *»* 
und 2nx 4* n^ setzen, wo m, n beliebige Zahlen sind. Die Summe 
beider Teile muTa a sein; also erhält man die Gleichung 
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seien 2 tmd 3. Addierec wir zu jeder derselben x, so eind 
die Quadrate der erhaltenen Summen a;* + 4a; + 4 und 
a» + 6a: + 9. 

Wenn wir von jedem derselben a^, also ein Quadrat, sub- 
trahieren, 80 erhalten wir zwei Zahlen, welche offenbar der 
Bedingung genügen, dals jede 7on beiden durch HinzufSgung 
einer Quadratzahl zu einem Quadrat gemacht wird. 

Wird aber von jenen beiden Quadraten a:* subtrahiert, so 
bleibt Tou dem einen 4a: -J- 4, von dem andern 6a: -|- 9 Qbrig. 
Die Summe dieser beiden Reste soll gleich 20, also 

10a: + 13 = 20 
sein. Daraus folgt 



Es wird also der eine Teil jr , der andere - 
Werte genügen der Aufgabe. 



16. Aufgabe. Eine gegebene Zahl in zwei Teile zu 
teilen und dazu eine Quadratzabl TOn der Beschaffen- 
heit zu suchen, dafs dieselbe ein Quadrat bleibt, wenn 
jeder Teil von ihr subtrahiert wird. 

Auflösung. Es sei wieder aufgegeben, die Zahl 20 in der 
verlangten Weise zu teilen. 

Wir nehmen als Seite des gesuchten Quadrats die Summe 
von X und einer Zahl, deren Quadrat nicht gröfser als 20 ist. 
Dieselbe sei a; -{- 2; ihr Quadrat wird dann x^ -^ ix -j- 4 sein, 

{2mx + m<) + (2n3: + «*)■=«. 
welche den Wert 



2(BI + «) 

liefert; dieser Ausdruck zeigt die Berechtigang der von Diophant 
in betreff der Wahl von m, n gestellten Bedingung. FUr die Teile 
von a ergeben sich 

m ■ -p— und M ■ — — -7- — — -, 

wo m, n unbestimmt bleiben. 
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und 63 lenchtet ein, ä&fs, wenn man hieiron 4:r -|- 4 aab- 
trahiert, der Rest ein Quadrat sein wird. Ebenso bleibt ein 
Quadrat, nämlich a? -\- 2x -\- l übrig, wenn man 2« + 3 sut- 
trahiert. 

Aus diesem Grunde nehmen wir als ersten Teil 4x -\- 4, 
als zweiten Teil 2x + 3 an, als das gesuchte Quadrat aber 
x* -\- 4:X -\- 4; denn dieses giebt bei Subtraktion jedes Teils 
ein Quadrat als Rest. 

Es bleibt noch zu bewirken, dafs die Summe der Teile 
gleich der zu teilenden Zahl sei. Beide Teile geben zusammen 
6a; + 7; also mulä 

63; + 7 = 20 
sein. Wird Gleiches von Gleichem subtrahiert, so folgt 



Somit Bliebt sich für den ersten Teil -^ , fHr den zweiten -^ , 
fllr das Quadrat - - , und diese Werte geniigen der Aufgabe*). 



*) Ist allgemeia a die zu teilende Zahl, so nehmen wir 
(« + ™)' - i> + 2™. + m' 
als das zu bestimmende Quadrat, also 2mx -j- m* als ersten und 
2nx -\- {2mn — «*) als zweiten Teil von a an. Denn bei Sub- 
traktion des ersten Teils von (x + *»)* bleibt x', bei Subtraktion 
des zweiten Teib dagegen a;' + 2(m — n)x -\- {m' — 2t»n-j-M*), 
also ebenfalls ein Quadrat als Best. Die Summe beider Teile 
soll a sein; also besteht die Gleichung 

2miC + m* + 2«» + 2m« — «' = «, 
und diese liefert 



Der erste Teil ist danach 

m(a -». + «■) 
m + » 
der zweite 

«(. - mn + •>•) 
m + » 

das gesuchte Quadrat 1 "ii^ir^i — J ' DiepliantB Lösung ent- 
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17. Aufgabe. Zwei Zahlen zu finden, die in einem 
gegebenen Verhältnisse stehen und so beschaffen 
aind, dafa jede, wenn man sie nm ein gegebenes 
Quadrat Tergröfsert, eine Quadratzahl wird. 

AnflÖsiuig. Es sei anfgegeben, dafs die gröfsere Zahl das 
Dreifache der kleineren sei, und dafs jede der beiden Zahlen 
ein Quadrat bilde, wenn sie um 9 vergtöfsert wird. 

Wenn wir zu einem beliebigen Vielfachen von x die Zahl 3 
addieren und von dem Quadrat dieser Summe 9 subtrahieren, 
so wird die Differenz die eine der gesuchten Zahlen sein. Es 
sei demgemäfs x^ •\- 6x die kleinere Zahl, so wird die gr&Iaere 
Sx' -f- 18^ Btva, und wir müssen noch bewirken, dals auch 
diese letztere durch Addition von 9 zu einem Quadrat werde. 
Sie wird aber gleich ^x* •\- \%x ~\- 9; dies soll also ein Quadrat 
sein. Nehmen wir als Seite dieses Quadrats 2x — 3 an, 
[setzen also 

3«* + 18« + 9 = (2« - 3)*], 
so ergiebt sich 

a: = 30. 
Danach wird die kleinere Zahl 1080, die gröfsere 3240 sein, 
und jede wird, wenn man 9 hinzufOgt, das, was die Aufgabe 
Terlangt*). 



Bpricht den Werten m ^ 2, n <^ 1. Die Bedingung, daCa n^ nicht 
gröfser als a sein dürfe, ist nicht aufrecht zu erhalten, sondern 
es mufs, n<m vorausgeBetzt, a -\- n^ '^ tnn sein, wenn sich 
positive Werte ergeben sollen. 

*) Soll allgemein die gröfsere Zahl das mfache der kleineren 
sein, und ist (^ das gegebene Quadrat, so ist k*x* -\- 2akx die 
kleinere der gesncbten Zahlen, also m^^x' -f* ^aJcmx die grSfsere, 
nnd wir haben, um mfe*«* + 2akmx -|- a* in ein Quadrat zu ver- 
wandeln, 

mft*a^ + 2aimx + a* — (ix + a)» 
m setzen, woraus sich 

ergiebt, wo a, m gegebeii sind, während Jt, l unbestimmt bleiben. 
Oben ist a = 3, m ^ 3 angenomnien, imd Diophants Lösung ent- 
spricht den Werten i ^ 1, i ?= — 2. 
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18. Aufgabe. Drei Zahlen zu finden, welche da- 
durch einander gleich werden, dafs eine jede der 
folgenden einen rorgeschriebenen Bruchteil ihres Be- 
trages und dazn noch eine gegebene Zahl abgiebt. 

AnflÖBong. Es wird verlangt, dafs die erste Zahl ein 
Fünftel ihres Betrages und noch 6 der zweiten, die zweite ein 
Sechstel ibres Betrages and noch 7 der dritten, endlich die 
dritte ein Siebentel ihres Betrages und noch 8 der ersten 
abgiebt. 

Wir setzen die erste Zahl gleich 5a; und die zweite 
gleich 6a;*). Wenn nun die zweite von der ersten x-\-G erhält, 
so wird sie gleich Ix -{-6. Sie giebt aber an die dritte ein 
Sechstel, d. i. x, und noch 7 ab, wird also gleich ßa; — 1. 

Es bleibt jetzt noch zu bewirken, dafs auch jede der 
beiden anderen Zahlen durch die Vergröfserung und die Ver- 
kleinerung, die sie erfahrt, gleich 6a; — 1 werde. 

Indem nun die erste Zahl ein Fünftel ihres Betr^es und 
6 bergiebt, sinkt sie auf 4a; — 6. Dadurch dafs sie ein Siebentel 
der dritten Zahl und noch 8 erhält, soll sie 6a; — 1 werden. 
Nun niufä man aber 2a; -j- 5 zu 4a: — 6 addieren, um 6a; — 1 
zu erbalten. Daher ist 2a; -f- 5 gleich einem um 8 vermehrten 
Siebentel der dritten Zahl, Wenn also 8 von 2 a: + 5 sub- 
trahiert wird, so mufs der Best, d. i. 2a; ~ 3, gleich einem 
Siebentel der dritten Zahl sein. Die dritte Zahl selbst ist 
folglich 14a: — 21. 

Jetzt mufs noch diese dritte Zahl dadurch, dafs sie ein 
Sechstel der mittleren Zahl und noch 7 empföngt, dann aber 
ein Siebentel ihres Betrages und noch 8 abgiebt, gleich 6 a: — 1 
werden. 

Wenn die dritte Zahl ein Siebentel ihres Betrages und 
noch 8 bergiebt, so bleibt 123; — 26. Nun erhält sie aber 
von der mittleren Zahl ein Sechstel und noch 7; dadurch wird 
sie gleich 13a: — 19. Das soll gleich Gx — 1 sein. Aus 



•) Durch die Anuahme, dafs die Zahlen sich wie 5:6 ver- 
halten sollen, verwandelt Diophant* die unbestimmte Aufgabe in 
eine bestimmte. 
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folgt aber 



IL Bnch. 
- 19 = 6ä 



Es wird also die erste Zabl — , die zweite — , die dritte 
-=- Bein, und diese Werte genügen der Aufgabe*). 



[Andere Auflösung der 18. Aufgabe.] Wir setzen die 
erste Zahl gleicb bx, die zweite gleicb 13. Die zweite soll von 
der ersten ein Fünftel, d. i, x, und noeb 6 erbalten; sie wird 
also gleich x + 18. Nun giebt sie aber an die dritte ZabI 
ein Sechstel ibres anianglicben Betrages und noeb 7 ab; sie 
wird also zuletzt gleicb a; + 9 sein. 

Es erübrigt noch, dafs aucb jede der beiden andern 
Zahlen infolge der Yergr^rserung und der Verkleinerung, die 
sie erfabrt, gleich a; + 9 werde. 

Indem die erste Zahl ein Fünftel ibres Betr^es und 
noch 6 abgiebt, wird sie gleicb 4x — 6. Nnu soll sie durch 
Hinzufügung eines Siebentels der dritten Zahl und der Zahl 8 
auch gleicb a; + 9 werden. Das wird sie, wenn man 15 — Zx 
addiert. Daher ist 15 ' — 3a; gleich einem um S vermehrten 
Siebentel der dritten Zabl. Wird also 8 von 15 — 3a; sub- 



•) Werden die gesuchten Zahlen allgemein 5a;, 6y, 7« ge- 
nannt, so liefert die Aasffihmng der angegebenen Änderungen die 
beiden Gleichungen 

4ic + g+2 = 5y + ar-l "■ 
5y-hx— 1 =6^ + y — 1, 

welche die Werte 

_ 26y — 18 _ 17y — 3 

^~ 19 ' ^— 19 

ergeben, wo y unbestimmt bleibt, Diopbants Lösung entspricht 
der Annahme y ^ -^-• 

Will man nur ganze Zahlen zulassen, so liefert das be- 
kannte Verfahren für die «-ste Zahl 1301: 4* ^^i f^i^ ^^^ zweite 
114i-|-48, fllr die dritte 119ifc-(-49, wo & jede ganze Zahl 
sein kann. 
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trahiert, so erhält man ein Siebentel der dritten Zahl. Da 
sich hierfOr 7 — Bx ergiebt, so wird die dritte Zahl selbst 
49 — 21a; aeio. 

Jetzt muTs Qoch bewirkt werden, dafs diese dritte Zahl, 
wenn sie von der mittleren ein Sechstel des Betrages der- 
selben und noch 7 erhält, zugleich aber ein Siebentel ihres 
eigenen Betr^es und noch 8 an die erste hergiebt, gleich 
X -\-9 werde. Durch diese Abgabe und Annahme wird sie 
aber gleich 43 — 18a;. Setzen wir dies [d. i. 

43 ~ ISic] =- a; + 9, 
so ergiebt sich 

_ 34 
^ 19' 

Es wird also die erste Zahl -^ , die zweite — - , die dritte -^ sein. 



18. Aufgabe. Eine gegebene Zahl in drei Teile zn 
teilen, welche einander gleich werden, wenn eine jede 
an die folgende einen vorgeschriebenen Brachteil 
ihres Betrages und noch eine gegebene Zahl abgiebt 

AoflÖBOng. Es soll die Zahl 80 in drei Teile geteilt 
werden, welche einander gleich werden, wenn die erste ein 
Fünftel ihres Betrages und noch 6 an die zweite, die zweite 
ein Sechstel ihres Betrages und noch 7 an die dritte, die dritte 
endlich ein Siebentel ihres Betrages und noch 8 an die erste 
abgiebt*). 

*) Im Original Echliefet sich hier die oben gegebene andere 
AuflSsung der 18. Aufgabe an. Ich habe kein Bedenken getragen, 
dieselbe an die ihr zukommende Stelle zu setzen. 

Die vorliegende 19. Aufgabe ist im Original nicht gelöst. 
Übrigens macht die Lösung nicht die geringste Schwierigkeit. Zu 
den beiden in der Anmerkung zur 18. Aufgabe gegebenen Olei- 
chungen kommt noch &x -\- Qp -^ 7z ^ 80 hinzu, und man ei'hSlt 
leicht fUr die geenchten Teile 

9440 „ 9786 _ 8814 

^^ = ^3' ^i' = -36ä-' ^" = 163- 

Heath folgert (pag. 25) hier durch eine höchst geistreiche 
Betracbtnng, dafs die Verstümmelung der Arithmetik Diophants 
schon vor dem 11. Jahrhundert erfolgt sein müsse. 
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ao. Aufgabe. Drei Qu adr at zahlen von der Beschaffen- 
heit zu finden, dufs die Differenz zwischen der gröfaten 
und mittleren zu der Differenz zwischen der mitt- 
leren nnd kleinsten in einem gegebenen Yerhältnisse 
stehe. 

AaflÖsimg. Es soll die erste Differenz das Dreifache der 
zweiten sein. 

Wir setzen das kleinste Quadrat gleich x*, das mittlere 
gleich a:* + 237 + 1, also gleich dem Quadrat von a; + 1. 
Dann wird das gröfste Quadrat a^ + 8ic + 4 sein. Daher 
mufs X* -\- Bx -\- ^ zu einem Quadrate gemacht werden. 

Zu diesem Zwecke bilden wir das Quadrat der Summe 
von X — damit 3:* erscheine — und so vielen Einheiten, dafs 
in dem Ausdrucke für das Quadrat der Koeffizient von x und 
das von X unabhängige Glied nicht beide gröfser seien als 
beziehungsweise 8 und 4, sondern dafs die eine jener Zahlen 
gröfser, die andere kleiner sei als beziehungsweise 8 und 4. 

Es sei 3 diese [zu x zu addierende] Zahl. Dann soll das 
Quadrat, d. i. 

a:* + 6a: + 9 = 3:* + 8 jr + 4 
sein. Daraus folgt 

a: = 2j- 

Danach wird das grofste Quadrat 30-^, das kleinste 6j, das 
mittlere 12-i- betragen, und diese Werte genügen der Aufgabe*). 



*) Wird allgemein das kleinste Quadrat gleich x^, das mittlere 
gleich {x -(- Üf gesetzt, und soll die Differenz zwischen dem 
gröfsten und mittleren das mfache der Differenz zcrischen dem 
mittleren und kleinsten sein, so wird das grö&te Quadrat 

betragen. Diesen Ausdruck in ein Quadrat zu verwandeln, setzen wir 

x^ -f 2ft(». + i)x + i?(m + 1) = (a: + ii)» 
und erhalten leicht 

Darin sind k, l unbestimmt, während m gegeben ist. Die ge 
suchten Quadrate sind also 
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21. Anfgabe. Zwei Zahlen von der Beschaffenheit 
ZQ finden, dafs das Quadrat einer jeden, anch wenn 
man ee um die andere Zalil vermehrt, eine Quadrat- 
zabl bleibt. 

AnAösong. Wir nehmen an, die erste Zahl sei sc, und 
damit das Quadrat derselben, wenn man es nm die zweite 
Zahl vermehrt, ebenfalls eine Quadratzahl werde, so setzen 
wir die zweite Zahl gleich 2x -\- 1. 

Es erübrigt noch, dafs auch das Quadrat der zweiten Zahl, 
wenn dasselbe um die erste Zahl vermehrt wird, ein Quadrat 
werde. Wenn man aber zum Quadrat der zweiten die erste 
Zahl addiert, so erhält man 4«' + 5a; + 1. Das soll gleich 
einem Quadrat sein. 

AU Seite dieses Quadrats nehmen wir 2x — 2 an. Das 
Quadrat dieser Zahl ist 4a;* + 4 — 8a;, nnd aus 

4«^ + 5« + 1 = 4^;' + 4 — 8a; 
ergiebt sich 



Die erste Zahl wird also j^, die zweite tt sein, und diese 
Werte genügen der Aufgabe*). 

as. Aufgabe. Zwei Zahlen von der Beschaffenheit 
ZQ finden, dafs das Quadrat einer jeden, wenn man es 
um die andere Zahl vermindert, eine Q nadratz ah 1 bleibt. 



Ls m + i-iJ' La m-i-i-i J' La 



z. B. ist für *» = 3, i = 2, 1 = 3 das kleinste Quadrat 26, das 
mittlere 49, das grCrste 421. 

*) Wird allgemein die erste Zahl gleich x, die zweite gleich 
2kx -^ k* gesetzt, wo k unbestimmt bleibt, so haben wir, um auch 
der zweiten Forderang zu genügen, 

(Ux + fc»)» + a; = (Sita; + mf 
anzunehmen, wo m eine zweite unbestimmt bleibende Zahl be- 
zeichnet. Es ergiebt sich für die gesuchten Zahlen 

m' — k* , 2ft'— 4it'nt + jt' 4-afeiB* 

ik*—ikm-\-l ik> — ikm+i 

Diophants Lfisung entspricht den Werten Ä = 1 , »t ^ — 2. 
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AuOÖsoDg. Wir nebmen als kleinere Zahl die Summe 
von X und einer beliebigen Zahl an, etwa x -\- \. 

Damit nun, wenn man von dem Quadrat der kleineren 
Zahl die grSrsere Zahl subtrahiert, ein Quadrat übrig bleibe, 
mufs die grSfeere Zahl gleich dem um a? verminderten Qua- 
drat der kleineren angenommen werden. Nun ist aber das 
Qnadrat der kleineren Zahl x* -|- 2a: -f- Ij daher wird, indem 
x^ weggelassen wird, Bich fßr die grölsere Zahl 2x -{- \ er- 
geben; denn anter dieser Annahme wird offenbar das Quadrat 
der kleineren Zahl, wenn man die gröfsere Zahl davon sub- 
trahiert, ein Quadrat sein. 

Es muls aber auch das .Quadrat der grörseren Zahl, näm- 
lich 4aj* + 4a; + 1, wenn man es um die kleipere Zahl ver- 
mindert, ein Quadrat ergeben. Diese Differenz ist 4x' -{- Zx. 
Dieselbe soll gleich einem Quadrat sein. Wir setzen daher 

4a^ + 3a: = (3a:)» 
und erhalten 



Die kleinere Zahl wird also -^, die grölsere -r sein, und diese 
Werte gentigen der Aufgabe*). 



*) Allgemein setzen wir die kleinere Zahl gleich x -\- h, die 
gröCsere gleich 2hx -\- ft*; damit dann das Quadrat der gröfaeren 
Zahl, um die kleinere vermindert, gleichfalls ein Quadrat sei, nehmeu 
wir, unter m eine zweite unbestimmt bleibende Zahl verstehend, 

(2*ar + fc»)» — (a; + ft) = {2hx + mf 

an und erhalten leicht für die gesuchten Zahlen die Werte 

' 4*' — 44»! — 1 ' ' ik^ — ikm—1 ' 

oder, wenn A ^ I angenommen wird, 



r + l = 



3 _ 4m + ■"' ■,,-, , _3-4m4-2m' 



Diophant gelangt, da er von vornherein k = 2 annimmt, zu 
4j:" + 3a:, d. i, einem Ausdrucke von der Form a*»" -j- hx. Diesen 
in ein Quadrat zu verwandeln, setzt er a*i^ -|- öa: = c*a!*, wo 
c' > o* sein muTs , und erhält x = -j j ■ 
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33. Aufgabe. Zwei Z&hleu von der Beschaffenheit 
zu finden, dafs das Quadrat einer jeden, wenn ea am 
die Summe der beiden Zahlen vermehrt wird, ein 
Quadrat bleibt. 

Auflösung. Wir nehmen die kleinere Zahl gleich x und 
die gröfaere gleich x -{- \ an, damit das Quadrat der kleineren, 
d. L x^, wenn man es um die Summe der beiden Zahlen, d. i. 
2a; + 1 vermehrt, ein Qnadrat werde. 

Es bleibt noch zu bewirken, dafs auch das Quadrat der 
gröfseren Zahl, wenn es um die Summe der beiden Zahlen 
vermehrt wird, ein Qnadrat bilde. Wenn wir aber zum Qua- 
drat der gr&fseren Zahl die Summe beider Zahlen addieren, 
so erhalten wir x^ -{- Ax -{■ 2, Das soll ein Quadrat sein. 
Wir nehmen als Seite dieses Quadrats x — 2 an. Dann wird 
das Quadrat, d. i. 

a;* + 4 — 43: = 37^ + *^ + 2 
sein, und daraus erhält man 



Die kleinere Zahl wird also -^ , die gröfsere -^ sein, und diese 
Werte genügen der Aufgabe*). 



24. Aufgabe. Zwei Zahlen von der Beschaffenheit 
zu finden, dafs das Quadrat einer jeden eine Quadrat- 
zahl bleibt, wenn es um die Summe der beiden Zahlen 
vermindert wird. 

AuflÖBnng. Wir setzen die kleinere Zahl gleich x, und 
damit das Quadrat der grölseten, wenn es um die Summe der 
beiden Zahlen vermindert wird, eine Quadratzahl bleibe, nehmen 
wir die gröfsere Zahl gleich a; + 1 an. 

Nun mnfs noch das Quadrat der kleineren Zahl, wenn 
es um die Summe der beiden Zahlen vermindert wird, eine 
Quadratzahl bilden. Dasselbe wird dann x* — 2x — 1 be- 
tr^en, und dieser Ausdruck soll ein Quadrat sein. 

*) Bei dieser und der folgenden Aufgabe ist die Verall- 
gemeinerung der Lösung ganz ähnlich wie in der 22. Auf^be 
auszufahren und kann daher wohl dem Leser überlassen bleiben. 
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Als Seite diews Quadrats nehmen wir a; — 3 an. Dann ist 
a?-\-9 — Qx^x'' — 2x — l, 
und es ergiebt sich 

3;= 2--- 
Die kleinere Zahl wird also 2-^, die grörsere 3^ sein, nnd 
diese Werte genfigen der Anfgabe. 



26. Anfgabe. Zwei Zahlen von der Beschaffenheit 
zu finden, dafs das Quadrat ihrer Summe eine Qua- 
dratzahl bleibt, wenn es um jede der beiden Zahlen 
vermehrt wird. 

Anflösiing. Da x^ eine Quadratzahl giebt, sowohl wenn 
man 3x^, als anch wenn man 8^^ dazu addiert, so nehmen 
wir an, die eine der gesuchten Zahlen sei 3x\ die andere Sx*, 
das Quadrat der Summe beider x^. Bei dieser Annahme wird 
nämlich das Quadrat der Summe der Zahlen, wenn es um jede 
derselben vermehrt wird, eine Quadratzahl bleiben. 

Da nun die Summe der beiden Zahlen 11 x* ist, so wird 
das Quadrat der Summe 121 ;x* sein. Dasselbe ist aber auch 
gleich a;'. Wir haben daher 

l 121a:* = x\ 
Es mfissen jetzt auch die Seiten beider Quadrate einander 
gleich sein, also 

IIa:* ^ X. 
Wird nun alles durch x dividiert, so erhält man 

ll3; = l, 
und daraus ergiebt sich 

1 

Die eine Zahl wird also -g- , die andere tsj , das Quadrat ihrer 



*) Für die gesuchten Zahlen ergeben sich allgemein die Werte 
_ fc' + 2fe _ w' + 2» 

wo k, n willkürlich angenommen werden können. Siophants Lösung 
entspricht den Werten k ^ 1, w = 2. 
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26. Aufgabe. Zwei Zahlen von der Beschaffenheit 
zu finden, dafs das Quadrat ihrer Summe eine Qna- 
dratzahl bleibt, wenn es um jede der beiden Zahlen 
vermindert wird- 

Aoflösiuig. Ich nehme zuerst irgend eine QuadratzahJ, 
von welcher bei Subtraktion einer jeden von zwei beliebigen 
Zahlen ein Quadrat übrig bleibt. 

Diese Quadratzahl sei 16, welche Zahl sowohl bei Sub- 
traktion von 12, als auch bei Subtraktion von 7 ein Quadrat 
als Rest giebi 

Nun drucke ich die gesuchten Zahlen durch a? aus und 
zwar die eine durch 12a^, die andere durch Ix*, das Quadrat 
ihrer Summe aber durch \Gx^\ denn bei dieser Annahme ist 
die Bedingung erfüllt, dafs das Quadrat der Summe beider 
Zahlen, wenn man es um jede derselben vermindert, eine 
Quadratzahl als Rest giebt. 

Es bleibt jetzt noch zu bewirken, dafs das Quadrat der 
Summe beider Zahlen gleich 16a^ sei. Dann müssen aber auch 
die Seiten beider Quadrate einander gleich sein, also 

19«* = Ax, 
und daraus erhält man 



Die erste Zahl ist. somit ^r, die zweite ^, und diese Werte 
genügen der Aufgabe*). 

37. Aufgabe. Zwei Zahlen von der Beschaffenheit 
zu finden, dafs ihr Produkt, wenn es um jede der- 
selben vermehrt wird, ein Quadrat bilde, und dafs 
zugleich die Summe der Seiten dieser Quadrate gleich 
einer gegebenen Zahl seL 



*) Allgemein 'Üaun das Quadrat der Summe beider Zahlen 
mit a, die eine Zahl mit %ah — h*, die andere mit 2ac — <? 
bezeichnet werden. Die Zahlen a, i, c haben dann nur der einen 
B e d ingungagleich an^ 

2afr — &»+2ac — (? = a 
zu genflgen. 
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Anflösimg:. Es wird verlangt, dais die Summe der Seiten 
der Quadrate 6 betrage. 

Weun die gröl^ere von zwei Zahlen das um 1 verminderte 
Vierfache der kleineren iBt, so giebt das Produkt der Zahlen, 
wenn man ea um die kleinere Zahl vermehrt, ein Quadrat. 
Daher setzen wir die kleinere Zahl gleich x, die gröfsere 
gleich 4a: — 1, und nun trifft es zu, dafa das Produkt ein 
Quadrat wird, wenn man die kleinere Zahl dazu addiert. 

Es soll nun ebenso das um die grbfaere Zahl, d, i. 4x — 1, 
vermehrte Produkt ein Quadrat sein, und zwar muiä die Seite 
dieses Quadrats gleich der Differenz von 6 und der Seite des 
kleineren Quadrats sein, damit der Aufgabe gemälÄ die Summe 
der beiden Seiten 6 betrage. Wenn man aber zum Produkt 
der beiden Zahlen die gröfsere Zahl addiert, so erhält man 
4a:' + 3a:— 1, und das Quadrat von 6 — 2a; ist 43;*+36 — 24a;. 
Es mofs also 

4a;» + 3a; - 1 = 4a:* + 36 — 24« 
sein, und daraua folgt 



Nun hatten wir die kleinere Zahl gleich x gesetzt; diese ist 
also 2^; die gröfsere war 4a; — 1; das ist -^, und diese 
Werte genügen der Aufgabe*). 

28. Aufgabe. Zwei Zahlen von der Beschaffenheit 
zu finden, dafa das Produkt derselben, wenn es um 
jede der Zahlen vermindert wird, ein Quadrat bilde, 
und dafs zugleich die Summe der Seiten dieser beiden 
Qaadrate gleich einer gegebenen Zahl sei. 



*) Allgemein setzen wir die grötaaio Zahl gleich a*x — 1, 
die kleinere gleich x und nehmen an, die Summe der Seiten der 
beiden auf die angegebene Weise gebildeten Quadrate sei b. Dann 
besteht die . Gleichung 

a*a:* — x -\- o'a; — 1 = (& — oa;)*, 

und daraus folgt 

6' + l 
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Auflösung. Man verlangt, dafs die Summe der Seiten 5 
betrage. 

Wenn die gröfsere von zwei Zahlen das um 1 vermelirte 
Vierfache der kleineren ist, so ist das um die kleinere Zahl 
verminderte Produkt der Zahlen ein Quadrat. Daher setzen 
wir die gröfsere Zahl gleich 4x + 1, die kleinere gleich x; 
dann wird das Produkt beider, wenn man es um die kleinere 
, Zahl vermindert, gleich dem Quadrat 4a^, dessen Seite 2x iat. 
Es mufs nun noch das Produkt der beiden Zahlen ein 
Quadrat sein, wenn man die gröfsere Zahl davon subtrahiert^ 
und die Summe der Seiten beider Quadrate mufs gleich der 
gegebeneu Zahl 5 sein. Wird aber das Produkt der Zahlen 
um die gröfsere Zahl vermindert, so erhält man 4ie' — 3a; — I. 
' Das soll gleich dem Quadrat über der Seite 5 — 2x sein. Aus 
4a;* - 33; — 1 = (5 - 2a;)* = 25 + 4a;' - 20a; 
erhält man aber 



daher wird die kleinere Zahl — , die gröfsere -r^ betrager 
und diese Werte genügen der Aufgabe*). 



29. Aufgabe. Zwei Quadratzahlen von der Be- 
schaffenheit zu finden, dafs das Produkt derselben, 
wenn man es um jede der beiden Zahlen vermebrl, 
ein Quadrat wird. 

Anflösimg;. Nehmen wir an, die erste Quadratzabl sei a;', 
die zweite 1, so ist das Produkt beider gleich x\ also eine 
Quadratzahl. Dies EVodukt soll nun, wenn jede der beiden 
Zahlen dazu addiert wird, ein Quadrat geben. 

*) Allgemein sei a^x + 1 die gröfsere, x die kleinere Zahl, 
h die Summe der Seiten der beiden zu bildenden Quadrate. Daan 

; die Gleichung 

a^x^ + X — a*a^ — 1 = (& — axf, 
_ b^ + 1 
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Die Aufgabe iBt also zunächst darauf zurflckgefährt, zu 
nnterBucheii, welches Quadrat bei Addition Ton 1 ein Qua- 
drat bleibt. 

Wir setzen das Quadrat, welches das Produkt der beiden 
Zahlen sein soll, gleich x^. Wird 1 dazu addiert, so erhält 
man x^ -\- \, und dieser Ausdruck soll ein Quadrat werden. 

Als Seite dieses Quadrats nehmen wir x — 3 an; dann 
ist also 

(a:-2f = ^*+ 1, 
und daraus folgt 



Somit wird die erste Quadratzahl -g, die andere - sein, und 
für diese Werte trifft es zu, dals das Produkt beider bei 
Addition von 1 ein Quadrat giebt. 

Es ist nun noch zu bewirken, dafs das Produkt der beiden 
Quadratzahlen, auch wenn die andere dazu addiert wird, ein 
Quadrat bildet. Das Produkt beider ist t-, oder, wenn wir die 
gesuchte Zahl durch x* ausdrücken , Ti^^S es soll also 
16"^^" 18' ^^^ daher auch, wenn alles mit 16 multipliziert 
wird, 9ic^ -|- 9 ein Quadrat geben. 

Wir nehmen als Seite dieses Quadrats Zx — 4. Dann 
wird das Quadrat selbst 9«* + 16 — 24« sein, und aus 

9:c» + 16 - 24» = 9a^ + 9 
ergiebt sich 



Folglich wird da« erste Quadrat i j 
diese Werte lösen die Aufgabe*). 



*) Werden die gesuchtau Quadratzahlen allgemein mit x* und 
y* bezeichnet, bo soll zunächBt a^y^ + ^* "~ ^(y* + l) ß™ Q""' 
drat sein. Um y* -\- \ zu einem solchen zu machen, setzen wir 
y' + 1 =' {y + i)* und erhalten 

1 — il' 
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80. Aufgabe. Zwei Quadratzahleu von der Be- 
schaffenheit zu finden, dafs das Produkt derBelben, 
wenn es um jede der beiden Zahlen vermindert wird, 
ein Quadrat bildet. 

Auflösimg. Wenn wir die erste Quadratzahl gleich a^, 
die zweite gleich 1 setzen, go ist das Produkt beider gleich s?. 
Es soll nun dieses Produkt, wenn es um 1 verringert wird, 
eine Quadratzabl gehen. Da nun x^ eine Quadratzahl ist, so 
ist die Aufgabe darauf zurückgeführt, eine Quadratzabl zu 
suchen, welche ein Quadrat bleibt, wenn 1 davon subtrahiert wird. 

Eine solche Quadratzahl ist -^ ; diese giebt nämlich, wenn 
man 1 = 7^ davon subtrahiert, die Quadratzahl ^. Wir 
setzen daher die eine gesuchte Quadratzahl gleich n^, die andere 
gleich — ; dann ist das um le* verminderte Produkt beider ein 
Quadrat. 

Nun soll noch das Produkt, auch wenn t^ davon sub- 
trahiert wird, eine Quadratzahl bleiben. Das um -z ver- 
minderte Produkt ist aber -r^x^ — t^- Dies, oder wenn alles 



wo le imbestimmt bleibt. Für diesen Wert von y ist die erste 
Bedingung erfüllt. 

Damit nun zweitens auch x^y^ -\- y^ ein Quadrat werde, mufs, 
wie sich auf dieselbe Weise ergiebt, 



sein, wo m eine zweite willkürUch anzunehmende Zahl bezeichnet. 
Die gesachten Qnadratzahlen sind also 

Man kann aber auch 

i' + 1 - (1 + »«)• 

annehmen; daraas ergiebt sich 



Es kann also auch jede der gesuchten Qnadratzahlen von der Form 

sein. 



(Ä)' 



D,t„db,Googlc 



n. Bnch. 77 

mit 16 mnltipliziert wird, 25a^ — 35 [also aueh a? — 1] soll 
eine Qaadratzahl sein. 

Wir bildeo daher das Quadrat von x — 4. Wird das- 
selbe, d. i. 

gesetzt, so ergiebt sieb 



Somit wird die erste Quadratzabl — , die zweite -tt- sein, und 
diese Werte genügen der Aufgabe*). 



3L Aufgabe. Zwei Zablen von der Beschaffenheit 
zu finden, dafs das Produkt derselben, sowohl bei 
Addition als auch bei Subtraktion der Summe beider 
Zahlen, ein Quadrat gehe. 

Anflösasg. Die Summe der Quadrate zweier beliebigen 
Zahlen wird ein Quadrat, sowohl wenn das doppelte Produkt 
beider Zahlen addiert, als auch wenn dasselbe subtrahiert wird. 

Nehmen wir etwa die Zahlen 2 und 3, so ist klar, dafs 
die Summe der Quadrate, wenn sie um das doppelte Produkt 
Termehrt wird, die Quadratzahl 25 giebt, und daTs die Summe 
der Quadrate, wenn das doppelte Produkt subtrahiert wird, 
die Quadratzahl 1 als Rest liefert. 

Ich setze nun das Produkt der beiden Zahlen gleich 13a^, 
und zwar sei die eine Zahl x, die andere Hx\ denn bei dieser 
Annahme ergiebt die Multiplikation beider 13x^. Da nun 13^' 
sowohl bei Addition, als auch bei Subtraktion von \2a^ ein 
Quadrat giebt, so mufs \23? gleich der Summe der beiden 
Zahlen sein. Diese Summe ist aber 143;. Daher ist 



*) Werden die gesuchten Qnadratzahlen allgemein mit x^, y^ 
bezeichnet, so ergiebt eich leicht 



Bs 
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den Werten i = 4, r» = 2. 
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und daraus erhält man 

14 7 

Nun war die erste Zahl x, diese wird also -r sein; die zweite, 
weiche 13a; war, wird ^ betragen, und diese Werte genügen 
der Aufgabe*). 

32. Aufgabe. Zwei Zahlen zu finden, deren Summe 
eine Quadratzahl ist, und deren Produkt sowohl bei 
Addition als auch bei Subtraktion dieser Summe ein 
Quadrat giebt. 

AaflösQng. Wenn von zwei Zahlen die eine das Doppelte 
der anderen ist, so ist ihr doppeltes Produkt eine Quadrat- 
zahl, und die Summe ihrer Quadrate giebt eiu Quadrat sowohl 
bei Addition als auch bei Subtraktion ihres doppelten Produkts. 

Wir wählen daher die Zahlen 4 und 2. Ihr doppeltes 
Produkt ist gleich der Quadratzahl 16, und die Summe ihrer 
Quadrate, d. i. 20, giebt, wenn man 16 addiert oder sub- 
trahiert, beziehungsweise die Quadrate 36 und 4. 

Wir drücken nun die gesuchten Zahlen durch das Quadrat 
der Unbekannten aus, und zwar sei das Produkt beider Zahlen 
2O3;', ihre Summe 16a;*. Ferner sei die eine Zahl 2a;, die 
andere 10a;; dann ist die Summe beider \2x\ dieselbe ist 
aber auch 16a;*; also ist 

16«' = 12fl;, 
und daraus folgt 

12 £ 

^ "" 16 ~ 4 ■ 

Somit wird die erste Zahl — , die zweite -r sein, und diese 
Werte genügen der Aufgabe**). 

*) Allgemein ergiebt sieh filr die gesuchten Zahlen ^-r — 

und ■ - - ; - - ■ (a* -|- 6'), wo a, b unbestimmt bleiben. Diopbants 
Lösung entspricht den Werten a ^ 2, h ^ S. 

**) Um Diopbants Verfahren zu Terallgemeinem, eetzen wir 
die Summe der Zahlen gleich a*a;*, das Produkt gleich (a*-^-!)«*, 
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n. Bnch, 79 

83. Aufgabe. Drei Zahlen von d.er Beschaffenheit 
zu finden, dafs das Quadrat einer jeden ein Quadrat 
bleibt, wenn es um die nächstfolgende Zahl vermehrt 
wird. 

Anflösimg. Wir setzen die erst« Zahl gleich x. Wenn 
Qon eine Zahl um 1 gröfser als das Doppelte einer andern 
Zahl ist, so bleibt das Quadrat der kleineren, wenn man es 
um die grörsere Zahl vermehrt, ein Quadrat. Daher nehmen 
wir au, die zweite Zahl sei um 1 gr&fser als das Doppelte 
der ersten, also gleich 2x + 1. 

Weiter nehme ich die dritte Zahl um 1 gröfser an als 
das Doppelte der zweiten, also gleich 4w -\- 3. Dann triift 
es zu, dafs das Quadrat der ersten Zahl, wenn man es um 
die zweite vermehrt, ein Quadrat giebt, nämlich ar* -j- 2iC + 1, 
und dafs ebenso das Quadrat der zweiten Zahl, wenn die dritte 
dazu addiert wird, ein Quadrat bildet, nämlich 4a^-J-8x-^4. 

Es soll nun noch das Quadrat der dritten Zahl, wenn 
die erste dazu addiert wird, ein Quadrat geben. Wenn man 
aber die dritte Zahl ins Quadrat erhebt und die erste dazu 
zählt, so erhält man 16a;^ + 203; + 9. Das soll gleich einem 
Quadrat sein. Wir setzen es gleich dem Qi^adrat über der 
Seite ix — 4, also 

16«* + 16 - 32a: = 16a;* + 25a; + 9 
und erhalten 



und zwar sei die eine Zahl gleich x, die andere gleich (a^ + 1)*- 
Dann liefert die Gleichung 

den Wert 



Die gesacbten Zahlen sind also - 
ist jetzt nur noch die Bedingung zu erfüllen, daTs das Produkt 
nnd die Summe der Zahlen zusammen ein Quadrat geben, d. h. 
dafs (2a* + 1)^ oder einfach 2a* + 1 ein Quadrat sei. Das 
ist, wie sich leicht ergiebt, der Fall itlr a = _ . , ; wo k un- 
bestimmt bleibt. Diophants Lösung entspricht dem Werte k^l. 



DiclzedbyGoOgle 



Die erate Zahl wird also g=, die zweite r=, die dritte 
sein, und diese Werte genügen der Aufgabe*). 



84. An:^be. Drei Zahlen von der Beschaffenheit 
zu finden, dafs das Quadrat einer jeden ein Quadrat 
bleibt, wenn es um die nächstfolgende Zahl ver- 
mindert wird. 

Auflösung. Wenn eine Zahl das um 1 verminderte Doppelte 
einer zweiten Zahl ist, so bleibt das Quadrat der kleineren 
Zahl, wenn man es um die gröfsere Z^l vermindert, eine 
Quadratzahl. 

Ich setze daher die erste Zahl gleich x -\- 1, die zweite 
gleich 2x -\- 1, die dritte gleich 4x -^ 1. Dann trifft es zu, 
dafa das Quadrat der ersten Zahl, wenn man es um die zweite 
Zahl vermindert, eine Qnadratzahl ist, und dafs. ebenso das 
Quadrat der zweiten Zahl, wenn man die dritte davon sub- 
trahiert, eine Quadratzahl giebt. 

Es mufs nun noch das Quadrat der dritten Zahl, wenn 
man es um die erste Zahl vermindert, eine Quadratzahl als 
Eest geben. Wenn man aber vom Quadrat der dritten Zahl 
die erste subtrahiert, ao erhält man 16a^ + Ix. Das soll ein 
Quadrat sein. Als Seite dieaea Quadrats nehme ich 5x; dann 
ist also 

253:' = 16a:' + 7a:, 
und daraus folgt 



*) Wird die erste Zahl gleich x, die zweite {gleich 2ax-{-a', 
die dritte gleich 2b(2aa; + »*) + ^* geaetzt, so sind die beiden 
ersten Bedingungen erfüllt, und es ist nur noch zu bewirken, dafs 
auch das Quadrat der dritten ZaM und die erste Zahl zassmmen 
ein Quadrat geben. Zu diesem Zwecke haben wir die Gleichung 

[n(iax + a») + b']* + x= (ialx + ft)> 

für 3> zu lOsen;' darin sind a, b, }c unbestimmt. Diophauta LSsung 
entspricht den Werten o = 1, i = 1, ä = — 4. 
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Somit wird die erste Zahl -^, die zweite -^, die dritte '-- 
Bein, und diese Werte erfGllen die Bedingungen der Aufgabe"'). 



35. Aufgabe. Drei Zahlen von der Beschaffenheit 
zu finden, dafs das Quadrat einer jeden eine Quadrat- 
zahl bleibt, wenn es am die Summe der drei Zahlen 
Termehrt wird. 

AnflÖBOng. Es sei eine Zahl das Produkt zweier Faktoren. 
Wenn wir dann den kleineren Faktor von dem gröfseren sub- 
trahieren, die Hälfte dieser Differenz ins Quadrat erheben und 
zu diesem Quadrat die anfänglich gerr)mmene Zahl [das Pro- 
dukt] addieren, so ist die Summe eine Quadratzahl. 

Ich -setze daher die Summe der drei Zahlen gleich irgend 
einem Vielfachen von a:^, dessen Koeffizient sich auf drei Arten 
in je zwei Faktoren zerlegen läTst, etwa gleich 12a:'. In dieser 
Zahl 12 geht 1 auf, nämlich 12mal, femer 2, nämtich 6mal, 
und 3, nämlich 4mal. Ich subtrahiere nun bei jeder dieser 
drei Zerlegungen den kleineren Faktor von dem gröfseren und 
nehme die Hälfte des Restes-, die so erhaltenen Werte setze 
ich gleich' den gesuchten Zahlen, also die erste gleich 5^, 
die zweite gleich 2, die dritte gleich -■; dann ist klar, dafs 
das Quadrat einer jeden dieser drei Zahlen, bei Addition von 
12, eine Quadratzahl giebt, nämlich die eine 12^, die uidere 
16, die letzte 42^- 

Ich drücke nun die gesuchten Zahlen durch die Un- 
bekannte X [mit den gefundenen Werten als Koeffizienten] 
aus, nämlich die erste durch ö^x, die zweite durch 2x, die 



*) Allgemein setzen wir die Zahlen gleich x, 2ax — «*, 
2b(2ax — «') — ö' und lösen die Gleichung 

[2& (2ax — o') — fc^J* — x = (iabx -|- k)\ 
wo a, b, k unbestimmt sind. Diopbants LSsang entspricht den 
Werten a ■= 1, 6=1, fe = — 11 (oder ft = — y] • 
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dritte durch -^ x. Es mufs dann die Summe der drei Z&hlen 
gleich \2a? sein. Diese Summe ist aber auch 8x. Also ist 

8a: = l2a^^ 
und daraus folgt 

^ 12 "^ 6 ■ 

Somit wird die erste Zahl y , die zweite -z, die dritte - sein, 
und diese Werte genügen der Aufgabe*). 



86. Aufgabe. Drei Zahlen von der Beschaffenheit 
2u finden, dafs das Quadrat einer jeden ein Quadrat 
bleibt, wenn es nm die Summe der drei Zahlen ver- 
mindert wird. 

AnflÖBung. Wir wählen, wie in der vorigen Aufgabe, 
irgend eine Zahl, welche durch drei verschiedene Zahlen teil- 
bar ist. Diese Zahl s«;! wieder 12. Indem wir nun die beiden 
Faktoren jeder der drei Zerlegungen addieren und die Hälfte 
der Summe nehmen, setzen wir die erste der drei gesuchten 
Zahlen gleich Q\x, die zweite gleich 4tx, die dritte gleich Z\x. 
Dann trifft es zu, dals das Quadrat jeder dieser Zahlen, wenn 
man' 12a:* davon subtrahiert, eine Quadratzahl giebt. 

Es erübrigt noch, dafs die Summe der drei Zahlen gleich 
12a:* sei. Diese Summe ist aber 14a:; also ist 

14a; = 12a:*, 
und daraus folgt 



*) Wenn die Zahl a = a^a^ => ftj Bg = c, (^ ist, wo Oi <«,, 
&, < feg , c^<.Ci angenommen werden mfige, so können wir die 
Simune der drei Zahlen gleich ax* und die Zahlen selbst beziehungs- 
weise gleich — 2 — X, -^- — -X, -^-^ — '-X setzen; dann liefert die 

Gleichung 

0,-0, ,&,-&, , c, -e, , 

——x-\-~-^x+-~^-x = ax' 

den Wert 

, _ (g. + t. + 0.) - (0, + t, + c,) 
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46 + ^ 28 

Die erste Zahl wird also — — *), die zweite — , die dritte 

84 + 4 

— g — sein, und diese Werte genügen der Aufgabe**). 



*) Diophaut ist der einzige Grieche, bei dem solche auf- 
steigenden EettenbrUche Torkommen, während dieselben bei den 
Ägyptern, den Arabern und noch mehr bei den italienischen Mathe- 
matikern vom 13. bis 16. Jahrhundert eine grofse Bolle spielen. 

**) Ist wieder a = 0,0^ =^ fc^ö^ = c, Cg, und werden die 
Zahlen gleich -^—5 — '■a;, -^—^ — -x, -^-^ — -x und die Summe der- 
selben gleich ax' gesetzt, so liefert die Gleichung 
— 2— a^H ^—x + — -—x = ax 

den Wert 

. _ (<h + t>, + c,) + (o, + fc. + c.) 
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III. Buch. 

1. Aufgabe. Drei Zahlen von der Beschaffenheit 
zu finden, dafs die Summe derselhen eine Qaadrat- 
zahl wird, wenn man das Quadrat einer jeden von 
ihr subtrahiert. 

ÄQflöSQDg. Wir wählen zwei Quadrate, etwa das Quadrat 
von X und dasjenige von 2x; die Summe dieser Quadrate ist 5a^. 

Nun nehmen wir 5a;* als Summe der drei gesuchten Zahlen 
an und setzen die eine gleich x, die andere gleich 2x, so aiad 
schon zwei der gestellten Bedingungen erfüllt. 

Wir haben hier die Zahl 5, welche die Summe zweier 
Quadratzahlen, nämlich 1 und 4 ist; daher können wir 5 auf 
die oben [II, 10] dargelegte Weise in zwei andere Quadrate 
zerfallen, etwa in ^ und -^- Als dritte Zahl nehmen wir 
die Seite eines dieser letzteren Quadrate an, etwa -g x ; dann 
giebt auch das Quadrat der dritten Zahl, wenn es von der 
Summe der Zahlen subtrahiert wird, ein Quadrat als Rest, 
nämlich -^ x^. 

Es mufs nun noch die Summe der drei Zahlen gleich ba? 
sein. Diese Summe ist aber ^x, und aus 

ergiebt sich 

Die erste Zahl wird also -r^, die zweite txt, die dritte -^ 
sein, und diese Werte genügen der Aufgabe*). 

*} Wird die Summe der drei Ztdilen gleich (o* + h^x* ge- 
setzt und nach ü, 10 die Summe a* + b' in zwei Quadrate zer- 
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m. Buch. 85 

2. Aufgabe. Drei Zahlen toh solcher Beschaffen- 
heit ZQ finden, dafs das Quadrat ihrer Summe, wenn 
jede der drei Zahlen dazu addiert wird, eine Qaadrat- 
zahl bleibt. 

Auflösung. Wir setzen das Quadrat der Summe der drei 
Zahlen gleich s?, und damit das Quadrat der Summe, d. i. x^, 
bei BinzufOgung jeder der drei Zahlen ein Quadrat gebe, 
nehmen wir die erste Zahl gleich 3«*, die zweite gleich 8«*, 
die dritte gleich Iba? an. Dann ei^ieht sich nämlich be- 
ziehungsweise 4«*, ^a? und 163t*. 

Nun mufs aber die Summe der drei Zahlen gleich der 
Seite des Quadrats fiber dieser Summe, d. L gleich x sein. Die 
Summe der drei ZahleD ist 2Qa?; also ei^iebtsicb [26 a;^ = ;r und] 



Somit wird die erste Zahl t=t , die zweite t=t , die dritte ; 
oiti ' ölo t 

sein, und diese Werte genügen der Aufgabe*). 



ftmt, deren Wurzeln von a, h verscbieden sind, so ergeben sich 
fUr die gesuchten Zahlen die Ausdrucke 

6m' — 2am-6 

ax. Ix, f q^ - X, 

und die Gleichung 

/ s 1 T»\ 9 II I ^'"' — San» — ö 
{a' 'f'tr)ir'=ax-tox-\- . , , x , 

in der a, b, m unbestimmt bleiben, giebt die allgemeine Lösung 
der Aufgabe. 

*) Damit eine Quadratzahl erhalten werde, wenn man jede 
Zahl zum Quadrate der Summe der Zahlen addiert, nimmt man 
diese Summe gleicb x an und setzt die Zahlen beziebungsweiHe 
gleich (o* — l)a^, {b^ — l)x\ (c' — l)3?. Dann liefert die 
Gleichung 

(a. -!),■ + (S> - l)«- + («• - l)i> _ I 
den Wert 



«■ + '■ + «■-«: 

jede der Zahlen a, l, c mufe > 1 nein, ist aber im übrigen un- 



,db,GoOglc 



SQ m. Bach. 

a. Aufgabe, Drei Zahlen Ton der Beschaffenheit 
zu finden, dafe das Quadrat ihrer Summe ein Quadrat 
bleibt, wenn jede der drei Zahlen davon subtrahiert 
wird. 

AnflÖBimg;. Wird die Summe der drei Zahlen gleich ix 
gesetzt, so ist das Quadrat der Summe 16a;*, und dieses giebt 
ein Quadrat als Rest, wenn 7a? oder 12a;* oder 15a;* davon 
subtrahiert wird. 

Ich setze daher die erste Zahl gleich 7a;*, die zweite 
gleich 12a:*, die dritte gleich 15a;*. Dann erübrigt noch, dais 
die Summe dieser drei Ausdrücke gleich der Summe der drei 
gesuchten Zahlen sei. Die Summe der drei Zahlen ist aber 
gleich 4:X angenommen worden, and jene drei Aasdrücke geben 
zusammen 34(X*. Also [ist 

34a^ = ix , 
und daraus] folgt 

2 

ond 



Somit wird die erste Zahl s^, die zweite ^ - , die dritte -^- 
sein, und diese Werte genügen der Aufgabe*). 



4. Aufgabe. Drei Zahlen von der Beschaffenheit 
zu finden, dafs, wenn man das Quadrat ihrer Summe 
von jeder der drei Zahlen subtrahiert, der Rest ein 
Quadrat werde. 



*) Wird allgemein die Summe dar Zahlen gleich ax gesetzt 

und die erste Zahl gleich (a* — 1);»^*, die zweite gleich (2ß6 — ^^^t 
die dritte gleich {2ac — c*)ie* angenommen, so mufs 

(o*— 1 -}- 'iah — -b^ + 2ac - (?)3? = ax 
sein, und daraus folgt 

^ ^ a' — 1 -t- 2a6 - 6»"+ 2ac - e' ' 
wo a, h, c unbestiinmt Bind. Diophants Lösung entspricht den 
Werten a= i, b = 2, c = 1. 
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UI. Buch. 87 

AnflÖnng. Wir setzen die Summe der drei Z&hlen gleich x; 
dann ist das Qaadrat ihrer Summe x\ i 

Es seien mm die drei Zahlen beziehungsweise 2a;*, öa:*, 
XOx'j dann giebi jede der Zahlen, wenn sie um das Qaadrat 
der Summe der Zahlen, d. i. a^, vermindert wird, ein Quadrat 
als Best. 

Nun leuchtet ein, dafs die Seite des Quadrats über der 
Summe der Zahlen gleich der Summe jener drei Ausdrücke ist. 
Die Summe der drei Zahlen ist somit ebensowohl gleich x, als 
gleich 17a;*, und daraus folgt 

1 
^ = 17' 
also 



Die erste Zahl wird daher ^, die zweite ^, die dritte --- 
sein, und diese Werte genügen der Aufgabe*). 

5. Aufgabe. Drei Zahlen zu finden, deren Summe 
ein Quadrat ist, und die so beschaffen sind, dafs die 
Summe je zweier die dritte Zahl um eine Quadrat- 
zahl übertrifft. 

Anflösnng. Wir setzen die Summe der drei Zahlen gleich 
dem Quadrat von X + 1, also gleich a;* + 2a; + 1. Wenn nun 
die Summe der ersten und zweiten um 1 gröfaer sein soll, 
als die dritte Zahl, so müssen wir die dritte Zahl gleich 
^ a;' -|- a; annehmen; denn bei dieser Annahme übertrifßi die 
Summe der beiden ersten Zählen die dritte Zahl um 1. 

Weiter soll die Summe der zweiten und dritten Zahl die 
erste ebenfalls um eine Quadratzahl, etwa nm x* flbertreffen; 
dann wird die erste a; + ä^ sein, und es bleibt fftr die zweite 
noch f ** + 2^ öbrig- 

*) Allgemeine IiCsnng: 

a'+ 1 6' + 1 



-c'+S)- («• + b' + c' + 3)" (a' + (,' + <:»+ 8)* 
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88 UI. Buch, 

Nun mufs noch die Summe der ersten und dritten Zahl 
die zweite um eine Quadratzivhl übertreffen. Wenn man aber 
von der Summe der ersten und dritten die zweite Zahl aab- 
trahiert, so erhält man 2x. Das soll gleich einer Quadrat- 
zahl sein, etwa gleich 16; dann ist 

' a;=8. 

Die erste Zahl wird also Sy, die zweite 32^, die dritte 40 
betragen, und diese Werte genügen der Aufgabe. 



6. Andere Auflösung. Ich suche zuerst drei Quadrat- 
zahleo, deren Summe ein Quadrat ist. Wenn ich zwei Quadrate, 
etwa 4 und 9, addiere und dann untersuche, welche Quadrat- 
zahl bei Addition zur Summe jener beiden, d. i. 13, ein Quadrat 
giebt, so erhalte ich 36 [II, 11]. Es wird also die Summe 
jener drei Quadrate eine Quadratzahl sein. 

Jetzt sind nur noch drei Zahlen von der Beschaffenheit zu 
suchen, dafs die Summe je zweier um eine gegebene Zahl 
gröfser sei als die dritte, nämlich die erste und zweite zu- 
sammen um 4 grÖfser als die dritte, die zweite und dritte 
um 9 gröfser als die erste, die dritte und erste um 36 gröfser 
als die zweite. Diese Aufgabe ist aber oben [I, 18] gelöst 
worden. Es ergiebt sich für die erste Zahl 20, für die 
zweite 6^, für die dritte 22^, und diese Werte genügen der 
Aufgabe *). 

*) Werden die Zahlen mit I, II, HZ bezeichnet, so soll jeder 
der vier Auedrücke 

i + ii + m, 1 + II — III, n + m -I, in + i — ii 

ein Quadrat werden. Ist nun 

1 + 11 + 111 = ^« + 2ax-^a' 
I 4- H — III = a' 

— I + H + HI = ^;^ 

so ergiebt sich leicht 
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7. Aufgabe. [Vieta, Zet. Y, 1.] Drei Zahlen zu finden, 
deren Stimme ein Quadrat ist, und von denen die 
Summe je zweier gleichfalls ein Quadrat ist. 

Aoflösung. Wir nehmen an, die Summe der drei Zahlen 
sei gleich dem Quadrat 3^ + 2x -\- 1, und es sei die Summe 
der ersten und zweiten Zahl a^, so bleibt fDr die dritte Zahl 
2a; + 1 öbrig. 

Ferner sei die Summe der zweiten und dritten Zahl gleich 
dem Quadrat s^ -^ 1 — 2x, dessen Seite x — 1 ist. Da nun 
alle drei Zahlen zusammen x^ ~\- 2x -{- 1 geben, so bleibt für 
die erste 4x. Die Summe der ersten und zweiten Zahl ist 
aber gleich a;' gesetzt worden; folglich wird die zweite Zahl 
gleich x^ — ix sein. 

Es mufs nun noch die Summe der ersten und dritten 
Zahl, nämlich 6a: -|- 1, gleich einem Quadrat sein. Es sei 

6a; + 1 = 121 , 
so Bliebt sich 

a: = 20. 
Die erste Zahl wird also 80, die zweite 320, die dritte 41 sein, 
und diese Werte genfigen der Aufgabe*). 



Eb soll nun noch III -{- I — II, d. i. 2ax zu einem Quadrat ge- 
macht werden. Wir setzen also 2ax ^ k\ wo k anbestimmt bleibt, 
und erhalten fflr die gesuchten Zahlen 

a' + t' 4a' + t' fc*+ « a't' 

2 ' 8o" ' 8a' 

*) Setzen wir 

I + II + III = a;'' + 2ax + a* 
I + II = a;* 

II + m=a:* — 2ax+ a', 
so ergiebt sich 

l = 4aa;, Il = x^ — iax, III = 2aa; + a*, 
und ea ist noch I + III, d. i. 6ax + a* zu einem Quadrat zu 
machen. Wir setzen also 

6aa! + a' = ft* 
und erhalten 

t' - o' 

^ sT^' 

wo a, k unbestimmt sind. 
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90 in. Buch. 

8. Andere Auflösung. Wir nehmen die Summe der 
drei Zahlen gleich x^ -\- 2z -\-i und die Summe der ersten 
und zweiten Zahl gleich x* an, so wird die dritte Zahl 
2a; + 1 sein. 

Es sei weiter die Summe der zweiten und dritten Zahl 
«* + 1 — 2x. Da nun die dritte Zahl 23; + 1 iat, so wird 
die zweite x' — ix sein. Es ist aber die Summe der ersten 
und zweiten gleich x^, und da die zweite x' — ix ist, so mufa 
die erste Ax sein. 

Jetzt haben die drei Zahlen das angegebene Quadrat 
x' -\- 2x -\- l zur Summe, und sowohl die Summe der ersten 
und zweiten, als auch diejenige der zweiten und dritten Zahl 
ist eine Quadratzahl. 

Es erübrigt noch, dala auch die Summe der dritten und 
ersten Zahl, nämlich &x -^ 1, ein Quadrat sei. Setzen wir 

6a; + 1 = 36, 
so ergiebt sich 



Die erste Zahl wird also -r- ^ ^s^- , die zweite -s^- , die dritte 
-^ sein, und diese Werte genügen der Aufgabe. 



8. Aufgabe. [Vieta,Zet.V,3.] Drei Zahlen von gleicher 
Differenz zu finden, die so beschaffen sind, dafs die 
Summe je zweier eine Quadratzahl ist. 

ATLflÖsang. Ich suche zunächst drei Quadratzahlen von 
gleicher DifPerenz, deren halbe Summe gröfser als jede der 
drei Zahlen ist. 

Wird die erste gleich x'', die zweite gleich ar* + 2« + 1 
gesetzt, so ist die Differenz beider gleich 2x -^ 1. Wenn ich 
also 2x -f~ 1 2UI' zweiten Zahl addiere, so erbalte ich die dritte 
Zahl, nämlich x* -\- ix -{- 2. Diese setze ich gleich dem Qua- 
drate über der Seite x — 8; also ist das Quadrat 
a;' + 64- iex=x'-{'ix + 2, 

und daraus folgt 

'^ 62 31 
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III. Bnob. 91 

Es wird also [wenn der Nenner 100 abgeworfen wird] die 
erste Zah\ 961, die zweite 1681, die dritte 2401 sein, und 
diese Werte genügen der Aufgabe: Drei Quadratzahlen von 
gleicher Differenz zu suchen; dabei ist die halbe Summe 
grSfser als jede einzelne der Zahlen. 

Jetzt gehe ich zur vorgelegten Aufgabe über, nämlich: 
Drei Zahlen von gleicher Differenz zu ermitteln, die eo be- 
schaffen sind, dafs die Summe je zweier eine Quadratzahl sei. 

Ich suche zuerst drei Quadratzahlen von gleicher Diffe- 
renz; das ist oben geschehen, und es hat sich für das erste 
Quadrat 961, für das zweite 1681, für das dritte 2401 ergeben. 

Jetzt haben wir nur drei Zahlen von der Beschaffenheit 
zu suchen, dafs die erste und zweite zusammen 961 geben, 
die zweite und dritte zusammen 2401 (wegen der Gleichheit 
der Differenz wird die ßeihenfolge geändert*)), die dritte und 
erste zusammen 1681. 

Die Summe der drei Zahlen werde gleich x gesetzt. Wird 
von dieser Summe x der drei Zahlen die Summe der beiden 
ersten, d, i. 961, subtrahiert, so ergiebt sieb die dritte Zahl, 
nämlich X — 961. 

Wird weiter von x die Summe der zweiten und dritten 
Zahl, nämlich 2401 subtrahiert, so erhält man die erste Zahl, 
nämlich x — 2401. Wird endlich von x die Summe der dritten 
und ersten Zahl, d. i. 1681, subtrahiert, so ergiebt sich die 
zweite Zahl, nämlich x — 1681. Es erübrigt noch, dafs die 
Summa der drei Zahlen gleich x, also 
3x — 5043 = X 
sei. Daraus folgt 

a; = 252l{, 
womit die Aufgabe gelöst ist^*). 



•) Es muTs I + II< I + m < U + m aein. 
**') Auf dem von Diophaiit angegebenen Wege findet man für 
drei Quadratzablen gleicher Differenz leicht die idlgemeinen Aus- 
drücke: 



L4a — 2k. 



*^ L 4« -8t J' 
r iale - A:' - 2a' y 
™L 4a-afc J' 
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10. Anfgabe. [Vieta, Zet, V, 4.] Zu einer gegebenen 
Zahl drei andere Zahlen von solcher Beschaffenheit 
zu finden, dafa die Summe je zweier der letzteren bei 
Addition der gegebenen Zahl ein Quadrat gebe, und 
dafs ferner die Summe aller drei Zahlen, wenn die 
gegebene Zahl dazu addiert wird, ebenfalls ein 
Quadrat werde. 

Anflösnng. Die gegebene Zahl Bei 3 und die Summe der 
beiden ersten Zahlen a^ -^ 4x -\- 1, damit bei Addition von 3 
ein Quadrat entstehe. 

Die Summe der zweiten und dritten Zahl sei a^ + 6a; + 6, 
die Summe aller drei Zahlen a? -{■ 8x -{- 13, so dafs auch diese 
Ausdrücke bei Addition von 3 Quadrate werden. 

Da nun die Summe aller drei Zahlen a^ -\- 8x -{■ 13 und 
die Summe der beiden ersten x^ + 4a; + 1 ist, so bleibt für 
die dritte Zahl 4a: + 12. 

Da ferner die Summe der drei Zahlen a^ -\~ 8x + Id und 
die Summe der zweiten und dritten «* + 6a: + 6 ist, so mufs 
die erste Zahl 2x -{- 1 betragen. Die erste und zweite Zahl 
sind aber zusammen x* -\- 4:X -\- 1 , also muJ^ die zweite 
^^2x — e sein. 

Nun mufs noch die Summe der ersten und dritten Zahl 
bei Addition von 3 ein Quadrat werden. Wenn man 3 zur 
Summe der ersten und dritten Zahl addiert, so erhält man 
6a: ~\- 22. Dies mufs gleich einem Quadrat sein. £s sei 

6a; +22 = 100, 
BD erhält man 
a;=13. 

Werden nun die gesuchten Zahlen mit I, II, III bezeiohnet, so 
geben die Gleichungen 

I + II = «*, II + m = w\ I + III = u* 

die Werte 

I _ i (.> + „• + ,.) _ »., n - i (»• + .^ + »>) - .', 
III - ' („■ + ^ + »>) - »>. 
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Die erste Zahl wird also 33, die zweite 189, die dritte 64 
sein, und diese Werte gentigen der Aufgabe*). 



IL Aufgabe. [Vieta, Zet. Y, 5.] Zu einer gegebenen 
Zahl drei andere Zahlen von der Beschaffenheit zu 
suchen, dafs die Summe je zweier, wenn sie um die 
gegebene Zahl vermindert wird, ein Quadrat werde, 
und dafs ebenso die Summe aller drei Zahlen, wenn 
die gegebene Zahl davon subtrahiert wird, ein Quadrat 
als Best gebe. 

Aoflösnng. Es sei wieder 3 die gegebene Zahl und die 
Summe der beiden ersten Zahlen x* + 3, so dafs bei Sub- 
traktion von 3 ein Quadrat bleibt. Weiter sei «* + 2a; + 4 
die Summe der zweiten und dritten Zahl und a? ■{■ Ax -\' 1 
die Summe aller drei Zahlen, so dafs auch diese Ausdrücke 
bei Subtraktion von 3 Quadrate werden. 

Da nun die drei Zahlen zusammen :^ -\' Ax -{■ 1 und die 
erste und zweite zusammen 3^ -\- ^ betragen, so mufs die 
dritte Ax -{- A sein. 

*) Ist a die gegebene Zahl, so folgt ans den Oleicbungen 
I + n -«> + 2m« + (»■-«) 

II + III — i" + 2»! + (rf — a) 
I + II + III — a? + 2ii« + (p'—a), 

I = 2(j)-»)»+(j.'-n>) 
III-2(y-».> + (j>'-™') 
II - n'+ 2(m + «-p). + (m' + »'-,'-a) 
ist, imd damit noch 1 -i- 111 -{- a ein Quadrat sei, murs 

^ -_ ^' + "■' + "' - ^P ' - « 

angenommen werden; darin ist a gegeben, während k, m, n,p uu- 
bestimmt sind. 

Fermat bemerkt hier: „Wie man vier Zahlen von der 
Beschaffenheit ermittelt, dafs die Summe je zweier der- 
selben duFoh Addition einer gegebenen Zahl in ein Qna- 
drat verwandelt wird, zeige ich in der Anmerkung zur 
3. Anfgabe des 5**° Buches." 
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Da weiter die zweite nnd dritte zusammeD a:* + 2iC + 4 
sind und die dritte 4a;+4 iat, so mufs die zweite a? — 2x sein. 

Endlich sind die erste und zweite Zahl zusammen a^ + 3, 
und die zweite Zahl allein betrat s? — 2x\ es muls also die 
erste Zahl 2a; + 3 sein. 

Jetzt erübrigt noch, dafs die Summe der dritten und 
ersten Zahl, wenn 3 davon subtrahiert wird, eine Quadratzabl 
werde. Wenn man aber die dritte und erste Zahl addiert nnd 
von der Summe 3 subtrahiert, so erhält man Gx -\- 4. Das 
murs gleich einer Quadratzahl sein. Es sei 

6a: + 4 = 64, 
so ei^ebt sich . 

x= 10. 
Danach wird die erste Zahl 23, die zweite 80, die dritte 44 
betragen, und diese Werte genügen der Aufgabe*). 



13. Aufgabe. [Vieta, Zet V, 7.] Drei Zahlen von der 
Beschaffenheit zu finden, dafs das um eine gegebene 
Zahl vermehrte Produkt je zweier derselben eine 
Quadratzahl sei. 

Auflösung. Die gegebene Zahl sei 12. Nun soll das Pro- 
dukt der beiden ersten Zahlen, wenn 12 dazu addiert wird, 
eine Quadratzahl geben. Wenn ich also von it^end einer 
Quadratzahl 12 subtrahiere, so werde ich das Produkt der 
ersten und zweiten Zahl erhalten. 

Ich wähle die Quadratzahl 25. Wenn ich von dieser 12 
subtrahiere, so wird der Rest, d. i. 13, das Produkt der ersten 
und zweiten Zahl sein. Es sei die erste Zahl 13, die zweite 1, 
oder vielmehr es sollen diese Zahlen durch die Unbekannte x 



*) Die allgemeine Darstellung der Lösung dieser Aufgabe ist 
derjenigen der vorigen Aufgabe ganz ähnlich und kann dem Leser 
überlas Ben bleiben. 

Fermat bemerkt hier: „Meine Anmerkung zur dritten 
Aufgabe des 5*™ Buches lehrt, wie man vier Zahlen von 
der Beschaffenheit findet, dafs die Summe je zweier der- 
selben ein Quadrat wird, wenn man eine gegebene Zahl 
davon subtrahiert." 
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ausgedrückt weiden, jedoch so, dars das Produkt derselben 13 
bleibt, nämlicli die erste durch 13x, die zweite durch ^• 

Wenn ich jetzt 12 von einer anderen Quadratzahl sub- 
trahiere, so erhalte ich das Produkt der zweiten und dritten 
Zahl. Es sei dies Quadrat 16, so bleibt für das Produkt der 
zweiten und dritten Zahl 4. Auch diese beiden Zahlen sollen 
wieder durcli die Unbekannte x ausgedrückt werden, doch so, 
dars ihr Produkt 4 bleibt. Da nun die zweite Zahl — ist, so 
mnTs die dritte ix sein. 

Jetzt miUs noch das Produkt aus der ersten und dritten 
Zahl, wenn ea um 12 vermehrt wird, eine Quadratzahl geben. 
Das Produkt aus der ersten und dritten Zahl ist aber b2a^. 
Es mufs also 52a;* + 12 [und daher auch 13 x' + 3] ein 
Quadrat sein. 

Wenn nun der Eoe^zient 13 von x im Änsdruck der 
ersten Zahl eine Quadratzahl wäre, so würde die Gleichung 
sehr leicht zu lösen sein. Da das nicht der Fall ist, so 
die Aufgabe auf folgende zurückgeführt: 

Zwei Zahlen [statt 13 und 4] von der Beschaffenheil 
zu finden, dafs ihr Produkt ein Quadrat sei, und dafs jede 
derselben, wenn sie um 12 vermehrt wird, ebenfalls ein Qua- 
drat werde. 

Wenn ich nicht zwei beliebige Zahlen, sondern zwei 
Quadratxahlen nehme, so wird das Produkt beider von selbsl 
eine Quadrat^ahl sein. Ich habe also nur zwei Quadratzahlen 
zu suchen, von denen jede, wenn sie um 12 vermehrt wird, 
ein Quadrat bleibt. 

Das ist aber leicht, und sobald diese Quadratzahlen ge- 
funden sind, macht, wie ges^t, die Losung unserer Gleichung 
keine Schwierigkeit mehr. Das eine Quadrat ist 4, das andere j ; 
denn jede dieser beiden Zahlen giebt, wenn sie um 12 ver- 
mehrt wird, eine Quadratzabl. 

Nachdem ich diese Werte gefunden habe, kehre ich zur 
ursprünglichen Aufgabe zurück und setze die erste Zahl gleich 
Ax, die zweite gleich — , die dritte gleich ~x. Dann ist nur 
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noch zu bewirken, dafs das Produkt aus der ersten und dritten 
Zahl, wenn es am 12 vermehrt wird, ein Quadrat gebe. Das 
Produkt der ersten und dritten Zahl ist aber a?. Daher mufs 
X* -\- 12 zu einem Quadrat werden. Ich bilde nun das Quadrat 
über der Seite a; + 3, Dasselbe wird 3;^ -f- 6a; + 9 sein, und 
aus ic^ + 637 + 9 = 3^ + 12 

erhält man 

3 

womit die Aufgabe gelöst ist*). 



13. Aufgabe. [Vieta, Zet. V, 8.] Drei Zahlen von der 
Beschaffenheit zu finden, dafs das um eine gegebene 
Zahl verminderte Produkt je zweier derselben eine 
Quadratzahl sei. 

Auflösung. Die gegebene Zahl sei 10. Da das Produkt 
aus der ersten und zweiten Zahl, wenn 10 davon subtrahiert 
wird, ein Quadrat geben soll, so muls ich, wenn ich zu irgend 
einer Quadratzahl 10 addiere, jenes Produkt erhalten. Diese 
Quadratzahl sei 4. Dann ist das Produkt aus der ersten und 



*) Das von Diophant eiugescblageae Yerfabren läfst sich leicht 
allgemein darstellen. Auffallender Weise übersieht Diophant, dafs 
52a:^ -\- 12 iGx X = t zu einem Quadrat, nämlich gleich 64 wird. 
Um -den allgemeinen Ausdruck der Werte zu erhalten, welche 
53x^ -j- 12 oder 13x^ -|- 3 zu einem Quadrate machen, setze man 
X ^ 1 -(- &, wo ft unbestinunt bleibt. Ulan erhält 
13a;^ 4- 3 = 13fc^ + 26fc + 16 

13fc* + 26A + 16 = (4 + Uf 
gesetzt wird, wo f gleichfalls eine unbesümmt bleibende ärSTse 



und, wenn 



ergiebt. Dafs dies Terfahren Diophant nicht unbekannt war, durfte 
aus VT, 16 hervorgehen. 
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zweiten Zahl 14. Nun sei die erste Zahl 14, also die zweite 1, 
oder vielmehr es mögen diese Zahlen wieder durch die Un- 
bekannte X ausgedrückt werden, doch ao, daTs das Produkt 14 
bleibt, nämlich die erste durch 14x, die zweite durch — - 

Wenn ich weiter zu einer anderen Quadratzahl 10 addiere, 
so erhalte ich das Produkt aus der zweiten und dritten Zahl. 
Diese Quadratzabl sei 9; dann ist also das Produkt aus der 
zweiten und dritten Zahl 19. Nun ist die zweite Zahl — , 
folglich mufs die dritte 193^ sein. 

Jetzt mufs noch das Produkt aus der ersten und dritten 
Zahl, wenn es um 10 vermindert wird, ein Quadrat geben. 
Dasselbe wird 266a;* — 10, Dieser Ausdruck soll gleich einem 
Quadrat werden*). Nach dem in der vorhergehenden Auf- 
gabe Gesagten bin ich also dazu geführt, zwei Quadrate zu 
suchen, von denen jedes, wenn es um 10 vermindert wird, 
eine Quadratzahl als Best giebt. Das ist aber leicht. Du 
findest nämlich, wenn du untersuchst, welches Quadrat bei 
Subtraktion von 10 wieder ein Quadrat giebt, folgendes: Wenn 
zu irgend einer Zahl 1 addiert, die Hälfte der Summe ins 
Quadrat erhoben und von dem erhaltenen Quadrat die anfangs 
genommene Zahl subtrahiert wird, so wird der Rest wieder 
eine Quadratzahl sein. Daher addiere ich 1 zu 10, erhebe die 
Hälfte der Summe, d. i. 5y, ins Quadrat und subtrahiere von 
dem Quadrat, nämlich von 30^, die Zahl 10, so erhalte ich 
20-j, eine Quadratzahl, deren Seite A\ ist 

Ich setze nun die erste Zahl gleich 30-j-, die dritte gleich 
3?, und es muTs, wenn von a? die Zahl 10 subtrahiert wird, 
der Rest ein Quadrat sein, oder a;* — 10 mufs gleich einem 



*) Auch dieser Ausdruck wird für a: >— 1 eiu Quadrat, kann 
also auf die in der vorigen Aufgabe dargelegte Weise behandelt 
werden. Man erhält als Wert von x, ftlr welchen 26Ga^^ — 10 
ein Quadrat wird, 

— — t' + 32f— 2 66 
'^— " 260 -i' ' 

WO l jede Zahl sein kann. 
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Quadrat werden. Als Seite dieses Qnadrats nehme ich x — 2 
au. Das Quadrat selbst wird dann a;^ + 4 — 4x sein, und ans 

x"^ -{- 4 — 4x =■ x" — 10 
ergiebt sich 

Die dritte Zahl, welche ich gleich 3;* gesetzt hatte, wird daher 
gleich 12-^ sein; die erste wird 30^ betn^en, und jede dieser 
Zahlen giebt ein Quadrat, wenn 10 davon subtrahiert wird. 

Jetzt gehe ich zu der ursprünglich gestellten Aufgabe 
über und setze die erste Zahl gleich 30^3:, die zweite gleich 
— , die i^ritte gleich \2-^x. Dann soll noch das Produkt aus 
der ersten und dritten Zahl, wenn 10 davon subtrahiert wird, 
ein Quadrat geben. Das Produkt aus der ersten und dritten 
Zahl ist aber (370 + ü" + ir) ^- ^^^^ ^^'^ ^'''^ gleich einem 
Quadrat werden, wenn man 10 daivon subtrahiert; damit der 
Koeffizient von 0^ eine ganze Zahl sei, maltipliziere ich mit 16. 
Dann mufs 5929a^ — 160 gleich einem Quadrat werden; als 
Seite dieses Quadrats nehme ich 77a: — 2, setze also 
5929ic^ - 160 ". 5929a:* + 4 - 308a:. 

Daraus ergiebt sich 

41 

Nun hatte ich die erste Zahl gleich SO^a: gesetzt; dieselbe 

1240i- . 1 . . 77 

wird also —^ — sein; die zweite Zahl, d. i. — , wird gleich vr 

sein; die dritte hatte ich gleich 12-^-3; gesetzt; dieselbe wird 

ftos-i- 
-- betragen, und diese Werte genügen der Aufgabe*). 



*) Die Quadratzahleu, welche bei Subtraktion der gegebenen 
Zahl a Quadrate bleiben, sind 

^' = \-^)> ^ = (-2^)' 

wo k unbestimmt bleibt. Wir setzen daher 
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14, Aufgabe. Drei Zahlen vou^der Bescjiaffenheit 
za finden, dafs das Produkt je zweier derselben, wenn 
es um die dritte Zahl vermehrt wird, ein Quadrat bildet. 

Auflösung;. Wir wollen, daTs das Produkt aus der ersten 
und zweiten Zahl, wenn es um die dritte vermehrt wird, ein 
Quadrat bilde. Wenn wir also irgend ein Quadrat wählen und 
einen Teil desselben als dritte Zahl, den Best als das Produkt 
der ersten und zweiten Zahl annehmen, so werden wir eine 
der Forderungen erfüllen. 

Es werde das Quadrat Ober x-\-3 gebildet. Dasselbe wird 
a;* + 6a; + 9 sein. Es sei nun 9 die dritte Zahl, so wird 
der Rest a:* + 6 a: das Produkt der ersten und zweiten sein. 
Wir setzen die erste Zahl gleich x, also die zweite gleich 
a: -{- 6. Dann mufa noch das Produkt aus der zweiten und 
dritten Zahl, wenn es um die erste vermehrt wird, d. i. 10a; + 54 
ein Quadrat sein, und weiter mufs das Produkt aus der dritten 
und ersten Zahl, wenn man es um die zweite vermehrt, also 
10a: -|- 6, ebenfalls ein Quadrat geben. 

Es entsteht hier also eine doppelte Gleichung. Die Diffe- 
renz der beiden Ausdrücke ist 48. Wir müssen also zwei 
Quadratzahlen suchen, deren Differenz 48 ist. Das ist leicht 
und auf unendlich verschiedene Arten möglieh. 

Das kleinere, Quadrat ist etwa 16, das gröfsere 64, und 
welches von beiden wir auch für die Gleichung benutzen, 
immer erhalten wir denselben Wert von x. Wenn wir näm- 
lich das gröfsere Quadrat, d i. 64 ^ 10a; + 54 setzen, so 
ergiebt sich x= 1, und wird das kleinere Quadrat, d. i. 
16 = lOcc + 6 gesetzt, so folgt ebenfalls a; = 1. 



l=p'x, 11= , Ill^^ä^a:, 

und es bleibt dann nur noch die Bedingung zu erfüllen, düfä 
I . III — tt, d. i. p^^x^ — a ein Quadrat werde. Dies zu bewirken, 
setzen wir 

p^q^x^ — a = (pqx — ty 
und erhalten 

- = W^ 
ipql ' 

Wo l ebenfalls unbeatimrat bleibt. ' ■ 
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Die erste Zahl wird also 1, die zweite 7 sein, die dritte 
ist 9, und diese Werte lösen die Aufgabe*), 



16. Aufgabe. Drei Zahlen von der Beschaffenheit 
zu finden, dafs das Produkt je zweier derselben, wenn 
die dritte Zahl davon subtrahiert wird, ein Quadrat 
bildet. 

AuflÖBDng. Wir setzen die erste Zahl gleich x, die zweite 
gleich (T + 4. Dann wird das Produkt beider x* + ix sein, 
und dies Produkt mufe, wenn es um die dritte Zahl vermindert 
wird, ein Quadrat geben. Wenn wir also die dritte Zahl 
gleich Ax annehmen, so werden wir eine der Forderungen 
erfilllen. 

Es mufs noch das um die erste Zahl verminderte Produkt 
der zweiten und dritten Zahl ein Quadrat geben, und ebenso 
ninfs ein Quadrat entstehen, wenn die zweite Zahl von dem 
Produkt der dritten und ersten subtrahiert wird. 

Das um die erste Zahl verminderte Produkt der zweiten 
nnd dritten ist aber Ax* -\- Ibx, und das soll ein Quadrat 
sein. Das um die zweite Zahl verminderte Produtt der dritten 
und ersten ist Aa? — x — 4 , und das soll ebenfalls ein 
Quadrat sein. 

•) Geht man allgemeiner von dem Quadrat x^ -\- 2 ax -\- c? 
aus und setzt die dritte Zahl gleich a^, die, erste gleich x, alao 
die zweite gleich a; -f- 2 o, eo hat man noch die beiden Ausdrücke 

a*x + 2 a' + a; , a*x + 2 o + a; 
in Quadrate zu verwandeln. Vn.% Differenz derselben 2a(a' — l) 
kann auf verschiedene Weisen in je zwei Faktoren zerlegt werden, 
und jede solche Zerlegung giebt eine Lösung der Aufgabe, in der 
noch die unbestimmte Ordfse a vorkommt. So z. B. entspricht der 
Zerlegung 2o . («* — 1) die Lösung 

I_i(.._4o+l), II_i(a> + 4»+l), ni-.'i 
der Zerlegmig (a + l) . (2a* — 2o) die Lösung 

I-i(a--12a+.) + 5jj^, 
n_i(4<.'-.t«+l) + jjj5Sp_, III = a';n. .. w. 
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Ss entsteht also wieder eine doppelte Gleichung. Da die 
Differenz der beiden Ausdrücke 16a; + 4 ist, so suche ich 
zwei Zahlen, deren Produkt IQx -\- 4 betr&gt. Es sind dies 
die Zahlen 4 und 4x -\- 1. Nun ist entweder das Quadrat der 
halben Summe dieser beiden Zahlen gleich dem grö&eren oder 
das Quadrat der halben Differenz derselben gleich dem kleineren 
Äusdmck zu setzen, und dadurch erhält man ^^^- Folglich 
wird die erste Zahl 5^, die zweite -^, die dritte -^ sein, 
und diese Werte genügen der Aufgabe*). 



16. Aufgabe, Drei Zahlen von der Beschaffenheit 
zu finden, dafa das Produkt je zweier derselben, wenn 
es um das Quadrat der dritten Zahl vermehrt wird, 
ein Quadrat bilde. 



*) Setzen wir, um das Verfahren attgemein darznätelten, 
die gesuchten Zahlen gleich x, x -\- a, ax, eo ist jeder der beiden 
Alisdrucke 

«i' + a*x — X , ax* — a — x 
in ein Quadrat zn veiwandeln. Die Differenz derselben a'x -\- a 
kann gleich a(ax -j- l) gesetzt werden, und wir erhalten die 
Gleichung 

oder 

(«■- l»).' + 2(- „■ + <. + 2)1 --(. + 1)-. • 

Ptlr den von Diopbant gewählten Wert a ^ 4 wird ^ == ^ • 
let aber a von 4 verschieden, so hat die Gleichung die beiden 
Wurzeln 

o-j-l a'_3a — 4 

a-4' <»{o-4) ' 

von denen die erste für die gesuchte» Zahlen die Ausdrucke 

die zweite 

gl — 3a — 4 a* — ia-t , g' — an — 4 

a{a-4) ' o{a-4) "•""• ..-4 
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AnflÖSTUig. Wir setzen die erste Zahl gleich x, die zweite 
gleich 4x -|- 4 und die dritte gleich 1 ; dann sind schon zwei 
von den Forderungen der Aufgabe erfttUt 

Ea mufs nun noch das Produkt aus der dritten und ersten 
Zahl, wenn es um das Quadrat der zweiten vermehrt wird, 
ein Quadrat geben. Wenn man aber die dritte und erste Zahl 
multipliziert und zum Produkt das Quadrat der zweiten addiert, 
so erhält man 16»* + 33a; + 16. Das mufs gleich einem 
Quadrat, etwa gleich dem Quadrat über der Seite Ax — 5 
sein. Es ist also 

16a;* + 25 - 40a; = 16a;' + 33a; + 16, 

und daraus folgt 

9 

Die erste Zahl wird also [wenn der Nenner abgeworfen wird] 
9 sein, die zweite 328, die dritte 73, imd diese Werte genügen 
der Aufgabe*). 

17. Aufgabe. Drei Zahlen von der Beschaffenheit 
zu finden, dafs das ProdukCje zweier derselben, wenn 
es um die Summe eben dieser beiden Zahlen vermehrt 
wird, ein Quadrat bildet. 

ÄnflÖBang. Wenn man zu dem Produkte zweier beliebigen 
auf einander folgenden Quadratzahlen die Summe derselben 

, *) Werden die Zahlen mit I, II, III bezeichnet und I = — , 
II = a^e + h\ III = ^ gesetzt, so sind I . II + HP und II . lU + I* 
schon Quadrate; man hat also nur noch I . III + II', d. i, 

«■«' + 51^- + i* 

in ein Quadrat zu verwandeln. Setzt man 

•■«' + '-^ + »' - ('" + m; 

so ergiebt sich 

1S6'(Ä^^ 1) 
^ °^ 'ä(33"— zik) ' 
wo h unbestimmt bleibt. Eine ganz allgemeine Lösung giebt Euler, 
Commentationes Alg. Coli. II, p. Ö76. 
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addiert, so erhält man wieder eine Qaadratzahl [o*(a + 1)^ 
+ ß* + (o + 1)* = (a* + o + 1)'J. Deshalb setzen wir die 
erste Zahl gleich 4, die zweite gleich 9, damit das durch 
Multiplikation beider erhaltene Quadrat, nämlich 36, bei Hin- 
zofüguDg der Summe beider ein Quadrat gebe. 

Nun mufs noch das Produkt aus der zweiten und dritten 
Zahl, wenn es um die Summe beider vermehrt wird, ein Quadrat 
geben, und ebenso mufs man ein Quadrat erhalten, wenn mau 
die dritte und erste Zahl multipliziert und zum Produkt die 
Summe beider addiert. 

Wird die dritte Zahl gleich x gesetzt, so wird das Produkt 
aus der zweiten und dritten, wenn man es um die Summe 
beider vermehrt, gleich lOx -^ 9; dies soll gleich einem Quadrat 
sein. Weiter wird das Produkt aus der dritten und ersten Zahl 
bei Addition der Summe dieser beiden Zahlen gleich bx + 4, 
und auch dieser Ausdruck soll ein Quadrat sein. 

Wir haben also hier wieder eine doppelte Gleichung zu 
lösen. Da die Differenz der beiden Ausdrücke bx -\- b ist, so 
suche ich zwei Zahlen, deren Produkt bx -\- b ist. Die eine 
dieser Zahlen ist :r -}- 1| die andere 5. Nach dem im zweiten 
Buche Gelehrten setze ich nun entweder das Quadrat der halben 
Summe beider Zahlen gleich dem grolseren Ausdruck, oder 
das Quadrat der halben Differenz beider Zahlen gleich dem 
kleineren Ausdruck. Dann ergiebb sich x = 28. Die erste 
Zahl ist also 4, die zweite 9, die dritte 28, und diese Werte 
lösen die Aufgabe*). 

*) Setzt man I = a', II = (a + l}^ III = x, so hat man 
(he AasdrQcke 

(«+l)'»+(<.+ l)" + I, cfi + "' + '> 

in Quadrate zu verwandeln. Die Differenz derselben (2a -)- i)^ 
-|- (2a + l) kann gleich (2a + l) (a: + l) gesetzt werden, und 
da die Gleichung 

(^"^) = «*^ + a' + ^ 
den Wert 

liefert, so sind die gesuchten Zahlen 

o-, (.+ 1)-, 4(a' + »+l> 
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18. Aufgabe. Drei Zahlen von der Beächaffenbeit 
zu finden, dafs das Produkt je zweier derselben, wenn 



Wird allgemeine]' l^x, II = y, III ■= £ gesetzt, bo soll 
+ se + y ■= «* Hill xe -\- X -\- e ^ b* sein; daraus folgt 



"-x + l' --X + 1 
Wenn also die gesuuhten Zahlen dnrch 



ausgedrückt werden, so sind bereits zwei Forderungen erfüllt, und 

es ist nur noch 

X + 1 " x + 1 "t" x + 1 -T~ x + l {x + 1)' 

in ein Quadi-at ku verwandeln, waa am leichtesten in der Weise 
geschieht, dafs man erst a^ -{- 1, dann ii^ -f- 1 nnd hierauf 

(»• + l)Ci,'+l)-(x+l)' 
in ein Quadrat verwandelt. 

Fermat bemerkt hier: ,,Eine ganz ähnliche Aufgabe ist 
die 5" des 5*"° Buches. Ob Diophant aber auch das folgende 
Problem gekannt und ausgelassen hat, oder ob es in einem 
der verlorenen Bücher behandelt worden ist, wissen wir 
nicht Die Aufgabe lautet: „Drei Quadratzahlen von der 
Beschaffenheit zu findeq, dafs das Produkt und die Summe 
je zweier derselben zusammen ein Quadrat bilden." Ich 
kann von derselben unendlich viele Lüsungen angeben. 
So z. B. genügen der Aufgabe die drei folgenden Quadrate: 
360438* 20192*1 
203401' ' 203401 ' 
Nun hindert nichts, weiter zu gehen und die Aufgabe 
Diophants zu verallgemeinern. In der That kann ich die 
folgende Aufgabe allgemein nnd auf unendlich viele 
Arten lösen: 

Vier Zahlen von der Beschaffenheit zu finden, dafs 
das Produkt und die Summe je zweier derselben zu- 
sammen eine Quadratzahl bilden. 

Wir suchen nämlich nach V, & drei Quadratzahlen 
von der Beschaffenheit, dafs das Produkt je zweier der- 
selben, wenn es um die Summe dieser beiden Zahlen ver- 
mehrt wird, ein Quadrat gebe. Diese drei Zahlen seien 
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68 um die Summe eben dieser beideu Zahlen vermehrt 
wird, ein Quadrat bildet. 

Anflösung. Wir setzen die erste Zahl gleich x, die zweite 
gleich 3. Wird dann das Produkt beider um ihre Summe 
vermehrt, bo ergiebt sieh 4« -|- 3. Das soll gleich einem 
Quadrat sein. Es sei dies Quadrat 25, so erhält man fär x 
den Wert b~- 

Es wird dann also die erste Zahl &y, die zweite 3 sein, 
und damit ist eine der Forderungen der Aufgabe erftlUt; denn 
das Produkt dieser beiden Zahlen wird, wenn man ihre Summe 
dazu zählt, gleich der Quadratzahl 25. 

Es mufs nun noch das Produ^ aus der zweiten und 
dritten und ebenso das Produkt aus der dritten und ersten 
Zahl, wenn jedesmal die Summe der beiden genommenen Zahlen 
dazu addiert wird, ein Quadrat gehen. 

Setzen wir die dritte Zahl gleich x, so wird das Produkt 
aus der zweiten und dritten Zahl, wenn man die Summe dieser 
beiden Zahlen dazu zählt, wieder Ax -\- 3; das Produkt aus 
der dritten und ersten Zahl dagegen giebt, wenn man es um 
die Summe dieser Zahlen vermehrt, 6ja; + 5j, und jeder 
dieser beiden AusdrOcke soll gleich einem Quadrat sein. 

Da aber in diesen beiden Ausdrücken die Koeffizienten 
von X sowohl, als auch die von x unabhängigen Glieder un- 
gleich sind und sich auch nicht wie zwei Quadratzahleu zn 
einander verhalten, so ist der Ansatz unnütz, und wir sind 
dazu geführt, zwei Zahlen von der BeschafTenheit zu suchen, 

"»"' T' ~9"' nehmen dieselben als aie drei ersten 

der gesuchten Zahlen an und setzen die vierte gleich x. 
Wenn wir dann jede der drei ersten Zahlen mit x multi- 
plizieren und jedeB Produkt am die Summe seiner Fak- 
toren vermehren, so erhalten wir 

9+9' 9+9' 0+9' 

Jeder dieser drei Ausdrücke mnfs in ein Quadrat ver- 
wandelt werden. Wie man aber diese dreifache Gleichung 
l»Bt, habe ich iu einer Anmerkung zur 24'"' Aufgabe des 
6*" Buches erläutert." 
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dafs das Produkt beider, wenn man es um ihre Summe ver- 
mehrt, ein Quadrat gebe, und dafe auraerdem die beiden Zahlen, 
wenn jede um 1 vei^öfsert wird, sich wie zwei Quadratzahlen 
verhalten. 

Wenn nun eine Zahl um 3 gröfser als das Vierfache 
einer andern ist und zu jeder derselben 1 addiert wird, so 
verhalten sich die Summen wie zwei Quadratzahlen. Daher 
setze ich die erste Zahl gleich x, die zweite gleich 4a: ■{• 3. 
Dann erübrigt noch, dafs das Produkt beider, wenn man es 
um ihre Summe vermehrt, ein Quadrat gebe. Das Produkt 
dieser Zahlen wird aber, wenn man es um ihre Summe ver- 
mehrt, gleich 4a;* -}- 8a: + 3. Das soll gleich einem Quadrat sein. 

Als Seite dieses Quadrats nehme ich 2a: — 3 an. Das 
Quadrat selbst wird dann 4a:* -1-9 — 12a: sein, und es ergiebt 
sich aus 4a;* -{- Sa: -|- 3 = 43:* -f- 9 ~ \2x 



Also wird die erste Zahl -^, die zweite r« = 4-j sein, und 
eine der Forderungen ist erfüllt. 

Nun mufs noch das Produkt aus der zweiten und dritten 
und ebenso das Produkt aus der dritten und ersten Zahl, wenn 
jedesmal die Summe der beiden Zahlen dazu gezählt wird, ein 
Quadrat geben. 

Setze ich die dritte Zahl gleich x, so wird, da die zweite 
4-g- ist, das Produkt beider, wenn man es um ihre Summe 
vermehrt, b^x -{■ A^- Dieser Aasdruck soll ein Quadrat sein; 
derselbe sei gleich 25.*) 

Da weiter die dritte Zahl x, die erste — ist, so wird das 
um ihre Summe vermehrte Produkt beider Tq^ + jö ®^'°' 
Auch dieser Ausdruck soll ein Quadrat sein; er sei gleich 100*). 

Vervielfache ich b\x-\-A^ mit 25, so erhalte ich den 
Ausdrack 130x -{- 105, der gleichfalls ein Qnadrat sein mufs. 
Wenn ich ebenso Tn^ '\' Tn ™'* ^^ vervielfache, so erhalte 



*) Ungeschickte Einschaltung eines AbBchreibers. 
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ich den Ausdruck 130a; -|- 30y der ebeafalls ein Quadrat werden 
mufs. Die Differenz dieser beiden Ausdrücke ist 75. Ich habe 
also wieder eine doppelte Gleichung und erbalte aue derselben 



Die dritte Zahl' wird somit ^ sein; die erste war — , 
zweite t-, und diese Werte genügen der Aufgabe. 



10. Anfgabe. Drei Zahlen von der Beschaffenheit 
zu finden, dafs das Produkt je zweier derselben, wenn 
es um die Summe dieser beiden Zahlen vermindert 
wird, eine Quadratzahl werde. 

Anflräong. Wenn wir, wie in der vorhergehenden Auf- 
gabe, die erste Zahl gleich ic setzen und der zweiten einen 
beliebigen Wert beilegen, so kommen wir in dieselbe unlüs- 
bare Schwierigkeit. Damit nun die Koeffizienten von x in 
beiden Ausdrücken sich wie zwei Quadratzahlen zu einander 
verhalten, mSssen wir zwei Zahlen von der Beschaffenheit 
suchen, dafs das Produkt beider, wenn ea um ihre Summe ver- 
ringert wird, ein Quadrat gebe, und dafs aufserdem, wenn man 
von jeder der beiden Zahlen 1 subtrahiert, sich die Beste wie 
zwei Quadratzahlen verhalten. 

Wenn nun eine Zahl 3 weniger beträgt, als das Yierfache 
einer andern, und jede um 1 verringert wird, so verhalten 
sich die Reste wie zwei Quadratzahlen. Wird nämlich von 
jeder der Zahlen 1 subtrahiert, so entsteht bei der einen die 
abzuziehende Zahl 4, bei der andern die abzuziehende Zahl 1, 
und es ist klar, dafs, wenn eine Zahl das Yierfache einer andern 
ist und man von derselben 4mal so viel als von der andern 
subtrahiert, auch der Best das Vierfache des Restes der andern 
sein wird, dafs also beide Reste sich wie zwei Quadratzahlen ' 
zu einander verhalten. 

Daher setze ich die erste Zahl gleich x -\- 1, die zweite 
gleich 4*+!; dann wird das Produkt beider, wenn ihre 
Summe subtrahiert wird, Ax' — 1. Wenn man diesen Ausdruck 
gleich dem Quadrat über der Seite 2x — 2, d. i. gleich 
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4ic" + 4 - 8« 
setzt, so ergiebt sich 

Es wird also die erste Zahl -g- , die zweite -^ sein, und jetzt 
ist eine der Fordenmgen erfallt. 

Während nun die erste Zahl -g-? die zweite -^ ist, setze 
ich die dritte gleich z. Wenn ich jetzt die zweite und dritte 
multipliziere, so erhalte ich 5^x, und wenn ich davon die 
Summe der zweiten und dritten, nämlich x -\- Sj subtrahiere, 
30 bleibt 2jX — 3j- Dieser Ausdruck soll ein Quadrat (etwa 
gleich 4*)) sein. 

Das Produkt der dritten und ersten Zahl wird -ä^i ^<^^ 
wenn davon die Summe beider abgezogen wird, so bleibt 

-g j-; dieser Ausdruck soll gleichfalls ein Quadrat (etwa 

gleich 16}*) sein. Wird derselbe 16mal genommen, so ergiebt 
sich der Ausdruck 10;x — 26, der ein Quadrat werden soll, 
und wird ebenso 2jX — 3j mit 4 multipliziert, so erhält man 
lOx — 14, welcher Auedruck ebenfalls ein Quadrat werden soll. 

Die Differenz beider Ausdrücke ist 12, das ist das Produkt 
der Zahlen 2 und 6. Wird das Quadrat der halben Summe 
dieser Zahlen, d. i. 16, gleich dem gröfseren Ausdruck, d. i. 
10a; — 14, gesetzt, so ergiebt sich x = 3. Polglich wird die 
dritte Zahl 3 •= -g- sein; för die erste hatten wir -5- und für 
die zweite 3|^ = — , und diese Werte genügen der Aufgabe**). 



*) Ungeschickte Einschaltungen eines Schreibers. 
**) um zwei Forderungen der Aufgabe zu erfllllen, 

!_,, ii-l'if ra_^ 

anzQnebinen; dann bleibt nocb 

(!■■ + »)(>' + ') g' + f + a» 

oder 
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20i Aufgabe. Zwei Zahlen von der Bescbaffenheit 
zu finden, dafs das Produkt derselben, sowohl wenn 
die Summe beider, als auch wenn jede einzelne dazu 
addiert wird, ein Quadrat gebe. 

Auflösang. Wir setzen die eine Zahl gleich x und die 
andere gleich 4^ — 1, da, wenn eine Zahl das am 1 verminderte 
Vierfache einer andern ist, das um die kleinere Zahl vermehrte 
Produkt beider ein Qnadrat sein wird. 

Es bleiben nun noch die beiden anderen Forderungen zu 
erfQlIen, nämlich dafs das Produkt der Zahlen, sowohl wenn 
die zweite [grofsere] Zahl, als auch wenn die Summe beider 
dazu addiert wird, ein Quadrat gebe. 

Wenn man aber zum Produkt beider Zahlen die zweite 
Zahl addiert, so erhält man 4a^ -\- Zx — 1, und dieser Aus- 
druck soll ein Quadrat werden. Wenn mau zum Produkt 
beider Zahlen die Summe derselben addiert, so erhält man 
4ic' + 4« — 1, und auch dieser Ausdruck soll ein Quadrat 
werden. £s entsteht also eine doppelte Gleichung. Die Diffe- 
renz der beiden Ausdrücke ist x, und diese Zahl ist gleich 
dem Produkt aus — in ix. Man erhält ^^ööi' Folglich 
wird die erste Zahl -^ , die zweite ~ sein, und diese Werte 
genügen der Aufgabe*). 



in ein Quadrat zu verwandelD, was keine Schwierigkeit macht. 

*) Wird allgemeiner die erste Zahl gleich x, die zweite gleich 
a^x — i gesetzt, so hat man nur noch jeden der beiden AusdrBeke 

a»«" + (o* - 1)3; - I , a^x' + o*:r - 1 
in ein Quadrat zu verwandeln. Zerlegt man die Differenz x in die 
beiden Faktoren 2ax und g— , so hat man die Gleichung 

ZU lösen und erhält für die gesnchten Zahlen die Ausdrücke 
l-f-16a* 9 

8a'(2a' — 1) ' 8(2o'- 1) 
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2L Aufgabe. Zwei Zahlen zu finden, deren Pro- 
dukt ein Quadrat giebt, sowohl wenn jede der Zahlen, 
als auch wenndieSnmmebeider davonsubtraliiertwird. 

Auflösung. Wir setzen die eine Zahl gleich x-\- l, die 
andere gleich 4x, da, wenn eine Zahl 4 weniger als das Vier- 
fache einer andern beträgt, das Produkt beider Zahlen ein 
Quadrat wird, sobald man es um die gröraere vermindert. 

Nun mufs noch das Produkt beider Zahlen, wenn die kleinere 
Zahl davon subtrahiert wird, ein Quadrat geben, und ferner 
mnfs ein Quadrat entstehen, wenn von dem Produkt die Summe 
heider Zahlen subtrahiert wird. 

Das Produkt beider Zahlen giebt aber, wenn es um die 
kleinere vermindert wird, den Rest 4x* + 3a; — 1, und das 
um die Summe beider Zahlen verminderte Produkt ist 
4ic* — X — 1. Jeder dieser Ausdrücke soll ein Quadrat sein. Die 
Differenz beider ist 4x. Zerlege ich dieselbe in die Faktoren 
4x und 1, so ergiebt sich x *= l\- Die erste Zahl wird also 
2j, die zweite 5 sein, und diese Werte genfigen offenbar der 
Aufgabe*). 

32. Aufgabe. Vier Zahlen von der Beschaffenheit 
zu finden, dafs das Quadrat ihrer Snmme ein Quadrat 
bleibt, wenn jede der vier Zahlen zu demselben addiert 
oder von demselben subtrahiert wird. 

AuflÖBnilg. In jedem rechtwinkligen Dreieck bleibt das 
Quadrat 9ber der Hypotenuse ein Quadrat, wenn man das 
doppelte Produkt beider Katheten zu demselben addiert oder 
von demselben subtrahiert. 

Daher suche ich zunächst vier rechtwinklige Dreiecke mit 
gleichen Hypotenusen; das ist aber dasselbe wie die Aufgabe: 



*) Wir setzen die erste Zahl gleich x, die zweite gleich 
a^x + 1 und erhalten, indem wir ganz wie in der vorigen Auf- 
gabe verfahren, die Ausdrücke 

1 -I- 16a' 9 

8aMl-2o')' 8(1-2«')' 
wo a unbestimmt bleibt. 
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Ein beliebiges Qaadrat viermal in je itwei Quadrate zu teilen, 
und wir haben schon gelernt, ein gegebenes Quadrat auf un- 
endlich viele Arten in zwei Quadrate zu zerlegen. 

Wir nehmen also zwei rechtwinklige Dreiecke, deren Seiten 
in den kleinsten Zahlen auegedrücbt sind, wie 3, 4, 5 und 5, 12, 13. 
Multiplizieren wir jetzt alle Seiten eines jeden mit der Hypo- 
tenuse des andern, so wird das erstere die Seiten 39, 52, 65, 
das zweite die Seiten 25, 60, 65 haben, und wir erhalten zwei 
rechtwinklige Dreiecke mit gleichen Hypotenusen. 

Ihrer Natur nach läfst sich femer die Zahl 65 zweimal 
in je zwei Quadrate zerfallen, nämlich in 16 nnd 49, sowie 
in 64 und 1. Dies rührt daher, dafs 65 durch Multiplikation 
der Zahlen 13 nnd 5 entsteht, von denen jede sich in zwei 
Quadrate zerlegen läfst. Ich nehme nun die Seiten der Qua- 
drate 49 nnd 16, nämlich 7 und 4, und bilde vermittels dieser 
Zahlen 7, 4 das rechtwinklige Dreieck; dasselbe hat die Seiten 
33, 56, 65. Ebenso nehme ich die Seiten der Quadrate 64 
und 1, nämlich S und I, und bilde vermittels derselben das 
rechtwinklige Dreieck; dasselbe bat die Seiten 16, 63, 65. 
Nun habe ich vier rechtwinklige Dreiecke mit gleichen Hypo- 



Indem ich jetzt zu der ursprünglich gestellten Aufgabe 
achreite, setze ich die Summe der vier gesuchten Zahlen gleich 
65x, jede einzelne derselben aber gleich x^ mit einem Koeffi- 
zienten, der das Vierfache der Fläche eines der vier Dreiecke 
ißt, also die erste Zahl gleich 4056a:*, die zweite gleich 3000;»', 
die dritte gleich 3696a:*, die vierte gleich 2016a:*. Es ist 
dann die Summe der vier Zahlen 

12 768a;= = 65a;, 
und daraus ergiebt sich 



Daher werden die vier Zahlen Brüche mit dem gemeinschail- 
liehen Nenner 163021824 sein, und zwar bat die erste Zahl 
den Zähler 17 136600, die zweite 12675000, die dritte 15615600, 
die vierte 8517 600*). 

*) Wir bezeichnen die gesuchten Zahlen mit I, IT, III, IV, 
ihre Summe mit & Da jeder dar Ausdrücke 8^+1,8*^11,... 
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23. Aufgabe. [Vergl. IT, 16.] Eine gegebene Zahl in 
zwei Teile zn teilen nnd dazu eine Quadratzahl von 



ein Quadrat werden soll, so sind 8 Bedingungen zn erfüllen. 
Diophant wählt nun eine Zahl a, deren Quadrat nach II, 10 auf 
-vier Arten in je zwei Quadrate zerfällt sein möge: 

o* =■ m,* + «,* = wij* + «8* °= "'s* + »'s* ^ *"** + ****• 
Indem er dann 
S=ax, I=2m,»,a;*, II = 2«»j«aa;*, ItI=2»ijWja;', lV=2m^tii!e' 

Betzt, hat er alle 8 Forderungen erftllU, da 

ist. Uan hat also nur noch x mittels der Crleichung 

zu bestimmen nnd den erhaltenen Wert in die Ausdrücke für die 
gesuchten Zahlen einzusetzen. 

Diese Aufgabe ist die erste, bei deren Lösung Diophant von 
einem rechtwinkligen Dreieck spricht. Er hat dabei aber nicht ' 
das geometrische Gebilde dieses Namens im Äuge, sondern einfach 
drei rationale Zahlen, welche der Pythagoreischen Gleichung ge- 
nügen. Das rechtwinklige Dreieck vermittels der beiden Zahlen 
m, n bilden, helfet nichts anderes, als die Lösung dieser Gleichung, 
also die Zahlen m^ — n\ 2m», m^ -j- ^^ nehmen. EigentQmlich 
ist es, dafs er (und nach ihm Vieta, B&chet, Fermat u. a.) 
die beiden Katheten (ol jcepi iijv öpö^v) zuweilen von einander 
unterscheidet. Er denkt sich dann das Dreieck so gezeichnet, dafs 
die eine Kathete vertikal, die andere also horizontal liegt. Die 
horizontale Kathete ist meist m^ — n^ und heifst t) ßäaig (BEtsia); 
die vertikale ist gleich 2mn und heifiit fj xa^twg (perpendicn- 
lum, Lot).' 

Der Bachet'schen Besprechung verschiedener Einzelheiten 
der Lösung dieser Aufgabe fügt Fermat folgende Bemerkungen zu: 

„Eine Primzahl von der Form in-j-l ist nur einmal 
Hypotenuse eines rechtwinkligen Dreiecks, ihr Quadrat 
ist es zweimal, ihr Enbua dreimal, ihr Biquadrat vier- 
mal, a, s. w. in inf. 

Eine solche Primzahl und ihr Quadrat lassen sich 
nur einmal in zwei Quadrate zerfallen; ihr Kubus und 
ihr Biqn&drat zweimal; ihr Quadrato -Kubas und JhrKubo- 
Eubns dreimal; n. s. w. in inf. 

Wenn eine Primzahl, welche die Summe zweier Qua- 
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der Besch&ffenlieitza finden, dafa sie ein Quadrat bleibt, 
wenn sie um jeden der beiden Teile yermindert wird. 

drate iat, mit einer anderen Primzahl, die gleichfalls 
die Summe zweier Quadrate ist, multipliziert wird, so 
Isfst sich das Produkt anf zwei Arten in zwei Quadrate 
zerfallen. Wird die erste Primzahl mit dem Quadrat der 
zweiten maltipliziert, so kann das Produkt anf drei Arten 
in zwei Quadrate zerfällt werden. Wird die erste Prim- 
zahl mit dem Kubus der zweiten multipliziert, so ge- 
stattet das Produkt vier Zerfällungeu in zwei Quadrate; 
u. B. w. in inf. 

Danach ist es leicht zu ermitteln, wie oft eine ge- 
gebene Zahl Hypotenuse eines rechtwinkligen Dreiecks 
sein kann: ]lfan nehme alle in die gegebene Zahl auf- 
gehenden Primzahlen der Form 4n-|-l, wie 5, 13, 17, . . . 
Wenn die gegebene Zahl durch Potenzen solcher Prim- 
zahlen teilbar ist, so hat man die Exponenten derselben 
aufzuschreiben. Die vorgelegte Zahl möge z. B. durch 
den Kubus von 5, das Quadrat von 13 und die erste 
Potenz von 17 teilbar sein. 

Man nehme jetzt die Exponenten aller Divisoren, 
also den Exponenten 3 von 5, den Exponenten 2 von 13 
und den Exponenten 1 von 17, und schreibe dieselben in 
einer beliebigen Reihenfolge hin, etwa 3, S, 1. Mul- 
tipliziert man jetzt den ersten mit dem Doppelten des 
zweiten nnd addiert zum Produkt die Summe beider, so 
erhält man 17. Wird weiter 17 mit dem Doppelten des 
dritten Exponenten multipliziert und zum Produkt die 
Summe von 17 und dem dritten Exponenten addiert, so 
ergiebt sich 62, und das ist die Anzahl der rechtwink- 
ligen Dreiecke, welche die gegebene Zahl zur Hypote- 
nuse haben. Ebenso verfährt man bei beliebig vielen 
Divisoren nnd beliebigen Exponenten derselben. 

Durch diejenigen Primzahlen, welche nicht von dei- 
Form 4n + 1 sind, und durch die Potenzen derselben 
wird die Zahl der rechtwinkligen Dreiecke, von denen 
die gegebene Zahl Hypotenuse ist, weder vergröfsert 
noch verkleinert. 

Aufgabe. Eine Zahl zu finden, welche eine vorge- 
schriebene Anzahl Male Hypotenuse sei. 

Auflösung. Es wird gefragt, welche Zahl etwa 7mal 
Hypotenuse ist. Wir verdoppeln die Zahl 7, das giebt 14, 
addieren 1, das giebt 15, und wählen alle Primzahlen, 
die in 15 aufgehen; es sind dies 3 uud 5. Jede derselben 

Diophftiit, ATllbin<(ik. 8 
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AuflÖBnng. Die gegebene Zahl sei 10; das zu ermittelade 
Quadrat werde gleich a^ + 2x + 1 gesetzt. Dasselbe bleibt 

veri'ingerD wir um 1 und nehmen die Hälfte des Bestes; 
dadurch erhalten wir 1 und 2. Jetzt wäblen wir so viele 
verschiedene Primzahlen, als hier Zahlen stehen, also 
zwei; diesen geben wir beziehungsweise die Exponenten 
1 und 2 und multiplizieren die Resultate, also die eine 
Primzahl mit dem Quadrat der andern. Das entstandene 
Produkt wird der Aufgabe genügen; nur müssen die Prim- 
zahlen, die man nimmt, von der Form 4n + 1 sein. 

Hieraus erhellt auch, dafs es leicht ist, die kleinste 
Zahl zn ermitteln, welclie eine verlangte Anzahl Male 
Hypotenuse eines rechtwinkligen Dreiecks ist. 

Aufgabe. Eine Zahl zn finden, die eine vorgeschrie- 
bene Anzahl Male in zwei Quadrate zerfällt werden kann. 

Auflösung. Man soll eine Zahl ermitteln, die sieb 
auf 10 Arten in je zwei Qnadrate zerfKllen Ufst. Das 
Doppelte von 10 ist 20, welche Zahl, in Primzahlen zer- 
legt, gleich 2.2.5 ist. Wird jeder dieser Faktoren um 
1 verringert, so bleibt 1.1.4. Wir nehmen daher drei 
verschiedene Primzahlen (von der Form 4» + l), z. B. 5, 
13, 17 und multiplizieren das Biquadrat (wegen des Ex- 
ponenten 4) der eineu mit dem Produkt der beiden andern, 
so erhalten wir die gesuchte Zahl. 

Umgekehrt soll ermittelt werden, wie oft sich eine 
gegebene Zahl in zwei Quadrate zerfallen läfst. Die ge- 
gebene Zahl sei 325. Die darin aufgehenden Primzahlen 
(von der Form 4m + l) sind 5 und 13, und zwar ist in 
325 das Quadrat der erstereu und die erste Potenz der 
letzten Zahl enthalten. Man schreibt nun die Exponenten 
2, 1 nieder, addiert die Summe beider zu ihrem Produkt 
— das giebt 5 — , zahlt 1 dazu — das giebt 6 — und 
nimmt die Hälfte dieser Zahl, d. i. 3. So oft ist die ge- 
gebene Zahl 325 in zwei Quadrate zu zerfallen. 

Wären drei Exponenten, etwa 2, 2, 1 vorhanden, so 
würde man in folgender Weise verfahren; Das Produkt 
und die Summe der beiden ersten zusammen geben 8; 
zählt man jetzt das Produkt aus 8 in den letzten Ei- 
poneuten zur Summe dieser beiden Zahlen, so erh&lt man 
17; wird dazu 1 addiert, so ergiebt sich 18, und die 
Hfilfte dieser Zahl ist 9. So oft läfst sich jene zweite 
Zahl in zwei Quadrate zerfallen. Hiernach ist es leicht, 
die kleinste Zahl zu ermitteln, welche eine vorgeschrie- 
bene Anzahl Male aus zwei Quadraten besteht. Wenn 
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ein Qnadrat, sowohl Trenn luan 2x -f" 1* ^Is auch wenn man 
4x davon subtrahiert. 

Daher setze ich den ersten Teil gleich 2a; + 1, den 
zweiten Teil gleich Ax. Die Summe beider Teile mufs gleich 
der gegebenen Zahl sein. Setzt man aber die Summe, d. !. 

63; + 1 = 10, 
so ergiebt sich 1 

Es wird also der erste Teil 4, der zweite 6 und das Quadrat 



24. Aufgabe. [Vergl. 11,15.] Eine gegebene Zahl in 
zwei Teile zu teilen und dazu eine Quadratzahl von 
der Beschaffenheit zu finden, daTs dieselbe ein Qua- 
drat bleibt, wenn sie um jeden der beiden Teile ver- 
mehrt trird. 

Auflöanng, Die gegebene Zahl sei 20, und das Quadrat 
werde gleich z^ -\- 2x -\- 1 gesetzt. Dasselbe bleibt ein Qua- 
drat, wenn man 2^; -{- 3 dazu addiert, und ebenso, wenn es um 
4a; + 8 vergröfsert wird. 

Daher setze ich den ersten Teil gleich 2x -\- 3, den zweiten 
gleich Ax -\- 8. Dann ist die Summe beider Teile, d. i. 

6« + 11 = 20, 
und daraus ergiebt sich 1 

Es wird also der erste Teil 6, der zweite Teil 14, das Qua- 
drat &j sein, und diese Werte genögen offenbar der Aufgabe^ 

die zuletzt zu teilende Zahl ungerade ist, so muffl man 

1 subtrahieren und den Reat durch 2 teilen. 

Es möge noch die folgende Aufgabe gestellt sein: 
Eine ganze Zahl zu finden, welche eine Qu ad ratzahl wird, 
wenn man sie um eine gegebene Zahl vergröfsert, und 
welche zugleich Hypotenuse einer vorgeschriebenen An- 
zahl von rechtwinkligen Dreiecken ist. Diese Aufgabe 
ist schwierig. Bis soll z. B. eine Zahl gesucht werden, 
welche zweimal Hypotenuse ist und durch Addition von 

2 zn einem Quadrat wird. Als Wert der gesuchten Zahl 
ergiebt sieh 2023; es giebt aber noch unendlich viele 
andere Zahlen, welche dasselbe leisten, z. B. 3362 u. s.w." 
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1. Aufgabe. Eine gegebene Zabl in zwei Enben zu 
zerlegen, deren Seiten eine gegebene Summe haben. 

AnflÖBOng. Es soll die Zahl 370 in zwei Euben geteilt 
werden, deren Seiten die Summe 10 haben. Da 5 die halbe 
Summe der Seiten ist, so nehmen wir die Seite . des ersten 
Kubus gleich a: -f- 5 an ; f Or die Seite des zweiten Kubus bleibt 
dann 5 — «, und die Summe der Euben selbst wird 30a;* + 250 
sein. Das ist gleich der gegebenen Zahl, also gleich 370, 
and daraus einlebt sich x ^2. Somit wird die Seite des 
ersten Eubua 7, die des zweiten 3 sein, und die Euben selbst 
werden 343 und 27 betragen. 



3. Aufgabe. Zwei Zahlen zu finden, deren Differenz 
eine gegebene Zahl ist, und deren Euben ebenfalls 
eine gegebene Differenz haben. 

Auflösung. Die Differenz der Zahlen soll 6, die Differenz 
der Enben 504 betragen. 

Wir setzen wieder die Seite des gröfseren Kubus gleich 
X -\-Z, die des kleineren gleich x ~ 3, so dafs die Differenz 
beider Seiten 6 ist. Nun soll noch die Differenz der Euben 
504 betragen. Die Differenz der Kuben ist aber 18x* -f~ 54. 
Wird das gleich 504 gesetzt, so ergiebt sich x ^ 6. 

Somit wird die Seite des gröfseren Eubus 8, die des 
kleineren 2 sein; die Kuben selbst werden 512 und 8 betragen, 
und durch diese Werte wird offenbar der Aufgabe genSgt*). 



*) Die allgemeine Lösuug dieser beiden Aufgaben macht 
keine Schwierigkeit. Setzt man in der erateu Aufgabe die Summe 
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S. Aufgabe. Eine Quadratzalil Qud deren Seite mit; 
liner and derselben Zahl zu maltiplizieren, so dafB 



der Zahlen ■= 2 a, die Summe der Kuben =^1, 
Gleichung 

(» + »)' + (»-«)'-!, 
den Wert 



Wird ebenso in der zweiten Aufgabe die Differenz der Zahlen 
c^^ 2a, die Differenz der Eaben ^b gesetzt, so giebt die Gleichung 

(« + «)• - (« - a)" - 6 
den Wert 



Bachet fügt hier 5 tlbnliohe Aufgaben bei, von denen wir 
die drei ersten, auch von Vieta, Zet, IV, 18 — 20 behandelten 
kurz besprechen mUssen, um die darauf bezUghchen Anmerkungen 
Fermats zu verstehen. 

1. Aufgabe. Zwei Eubi^ahlen zu finden, deren Summe 
gleich der Differenz zweier gegebenen Kuben ist. Es darf aber 
das Doppelte des kleineren Kubus nicht grSfser sein als der grßfseie. 

Auflösung. Sind a\ &' die gegebenen Kuben, wo o > 6 
voraufigeeetzt wird, so eetien wir die Seiten der gesuchten Kuben 
gleich X — b und a — kx. Dann geht die Gleichung 

(x - bf + (a - kxf = o> - ö» 
Aber in 

a:*(l — ft*) + 3a:'(aft* — 6) + 3x{b* — a*ft) = 0; 

also wird, wenn 6* — a^k = 0, d. h. ft = -^ angenommen wird, 

^^ 3a'6 

so dafs sich für die gesuchten Seiten 

6(2a^ — 6») a(o'— 26») 
«' + 6' ' a' + b" 

ergiebt. Der zweite Wert giebt den Grund der Bacbet'schen 
Determination an. 

Beispiel. a = 2, b = 1, Je =:—, x^ ■, also 

«-•-(!)' + (!)■ 
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die Seite ein Kubus und die Quadratzahl die Seite 
dieses Kubas wird. 

2. Aufgabe. Zwei Kobikzahlea zu finden, deren Differenz 
gleich der Summe zweier gegebeneu Kuben ist. 

Auflösung. Unter den nämlichen Voraussetzungen wie oben 
erhalten wir die Gleichung 

(a + xf — (kx - bf = a» + fcS 
Oller' 

^(1 —*=') + 3x\a + ftfc») + 3a;(a» — J>*k) = 0, 

und darane für ft = t; 



also für die gesuchten Seiten 

a»— 6» ■ a'-b' 

Beispiel a = 2, b ^ 1, k ^ i, also 

« + '-(?)'-©•• 

3. Anfgabe. Zwei Kubikzahlen zu linden, deren Differenz 

gleich der Differenz zweier gegebeneu Kubikzablen ist. Es mufs 
jedoch das Doppelte der kleineren Kubikzahl mehr als die gröfsere 
bei ragen. 

Auflösung. Die Gleichung 

(x - by — (kx - ay = a» - b» 
oder 

3^3(1 _ fc>) 4- 33? {ak^ — 6} + 3a; (ö» — a^k) = 

liefert für Ä = — , 



also sind die gesuchten Zahlen 

6 (2 a'— &' ) a(B6'— g') 

Permat bemerkt zur 1. Aufgabe folgeudes: 

„Durch ein wiederholt angewandtes Verfahren be- 
seitigen wir leicht die Beschränkung und lösen diese und 
die folgenden Aufgaben ganz allgemein, was weder Bachet 



sdbyGoogle 



IV. Buch. 119 

AoflÖsiuig. Wir setzen das Quadrat, gleich 3?, so wird 
die Seite desselben x sein. Die Zahl, mit der wir multiplizieren, 
sei der einfache Bruch mit einer beliebigen Kubikzahl als 



noch Yieta zu stände bringen konnte. Die gegebenen 
Knbikzablen seien 64 und 12d, und es sollen zwei andere 
Kuben gefunden werden,, deren Summe gleich der Diffe- 
renz der gegebenen ist. Nach der dritten Aufgabe be- 
stimmen wir zwei Kuben, deren Differenz gleich der 
Differenz der gegebenen ist. Diese bat Sachet ermittelt; 

., 16 262 992 ,136 ,. „ , , , , 

«^ '^"-^ 260 047 """^ ä6ÖÖ«' ^^^^^ ^°'^'"' ''^^^^ "*'=*' 
ihrer Bildung eine Differenz, welche gleich der Diffe- 
renz der gegebenen ist. Auf diese nach der dritten Auf- 
gabe gefundenen Zahlen kann aber, weil das Doppelte 
der kleineren Zahl nicht mehr als die gröfsere betrSgt, 
die erate Aufgabe angewandt werden. Man kann also 
von diesen letzteren Kuben als i.%T^ gegebenen ausgehend 
zwei andere Kubikzahlen bestimmen, deren Summe gleich 
der Differenz der gegebenen ist; dies ist nämlich nach 
der Determination der ersten Aufgabe möglich. Die 
Differenz dieser gegebenen Kuben ist aber nach der 
dritten Aufgabe gleich der Differenz der anfänglich ge- 
gebenen Kuben 64 und 125. Auf diese Weise bindert 
uns nichts, zwei Kuben zu bilden, deren Summe gleich 
der Differenz der gegebenen Kuben 64 und 125 ist, wo- 
rüber sich Bachet selbst wundern würde. Man kann 
sogar, indem man jene drei Aufgaben unaufhörlich nach ■ 
einander anwendet, unendlich viele Paare von Kubik- 
zahlen ermitteln, welche dasselbe leisten. Aus den zu- 
letzt gefundenen Kuben, deren Summe gleich der Diffe- 
renz der gegebenen ist, leitet man nämlich mittels der 
zweiten Aufgabe zwei andere her, deren Differenz gleich 
der Summe der letzteren, d. i, gleich der Differenz der 
frtlheren ist; dann sucht man zwei Kuben, deren Summe 
gleich der Differenz der zuletzt gefundenen ist, und dies 
Verfahren setzt man unbegrenzt fort." 

Anmerkung Fermats zur dritten Aufgabe: 

„Dafs die Determination dieser Aufgabe nicht richtig 
ist, werden wir auf ähnliche Weise, wie es bei der ersten 
Aufgabe geschah, darthun. 

Wir können sogar mittels der obigen Bemerkungen 
eine Aufgabe lösen, weiche Bachet unbekannt war, näm- 
lich eine aus zwei Kuben zusammengesetzte Zahl in zwei 
andere Kuben zerlegen, und zwar ist das auf unendlich 
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Koeffizient, etwa — ■ Wenn wir mit derselben x* multiplizieren, 
so erhalten wir 8x, imd wenn wir x multiplizieren, so ergiebt 
sieh 8. 

Nun soll 8x die Seite des Kuhns 8, also 2 ^ Sx sein, 
und daraus folgt 

Es wird daher das Quadrat — , die Seite desselben -r, die 
Zahl, mit der wir zu multiplizieren haben, 32 sein; denn wenn 
3! ^ j ist, 80 ist der einfache Bruch, d. i. — gleich 4, imd 
durch die gefundenen Werte wird der Aufgabe offenbar 
genügt*). 



viele WeiEen möglich darch wiederholte Anwendung des 
oben dargelegten Verfahrens. 

Es Beien 8 und 1 die Kuben, deren Summe in zwei 
andereKubikzahlen zerfSllt werden soll. Nach der zweiten 
Aufgabe beBtimmen wir znuSehat zwei Kuben, deren 
Differenz gleich der Summe der gegebenen ist; diese sind 
-j^ und -öjg-- Da das Doppelte der kleineren dieser 
Zahlen mehr als die gröfsere betrSgt, so Ififst sich jetzt 
die dritte Aufgabe anwendeu, dann wieder die erste, und 
damit iet die gestellte Forderung erfüllt. Will man eine 
zweite Lösung erhalten, so hat man wieder die zweite 
Aufgabe anzuwenden, n. e. w. 

Um aber ganz klar darzuthnn, dafs die Determina- 
tion der dritten Aufgabe unrichtig ist, wollen wir wirk- 
lich zwei Kuben bestimmen, deren Differenz gleich der 
Differenz der gegebenen Eubikzablea 8 und 1 ist. Sachet 
wurde diese Aufgabe sicherlich fflr unmöglich erklfiren, 
und doch habe ich durch meine Methode zwei Kuben er- 
mittelt, deren Differenz gleich 7, der Differenz von 8 
,,.,„. „ , . , 202*284626 , 198rS8B216 

und 1 .St. Diese Kuben sind -^:^^^^,- und -^^^^^r ^ 
.. „ .. 1266 , 1256 „ 
Ihre Seiten ^g^ und -^■" 

*) Allgemein wird das Quadrat — ,, die Seite desselben — j, 
die Zahl, mit der wir zu multiplizieren haben, a'' sein. 
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4. Aufgabe. Zu einem Quadrat und dessen äeite 
eine und dieselbe Zahl zu addieren, so daTs das Qua- 
drat ein Quadrat bleibt und di« Seite zur Seite dieses 
neuen Quadrats wird. 

Auflösung. Es sei das Quadrat x^ dessen Seite also x; 
die zu addierende Zahl sei a? mit einem solchen Koeffizienten, 
dafs bei Addition von a;* ein Quadrat entsteht, etwa 3a:*. 

Wird diese Zahl zu x* addiert, so erhält mau 4a;*; wird 
dieselbe zu x addiert, so erhält man 3^ -)- x. Dieser letztere 
Ausdruck soll gleich der Seite des Quadrats 4^, also gleich 
2x sein. Somit ergiebt sich 



Es wird daher das Quadrat - , die Seite desselben -^ und die 
zu addierende Zahl ^ sein*). 



B. AnfgRbe. Zu einem Quadrat und dessen Seite 
eine und dieselbe Zahl zu addieren, so dafs die Seite 
zu einem Quadrat und das Quadrat zur Seite dieses 
neuen Quadrats wird. 

Auflösung. Es sei das Quadrat x*, dessen Seite also x. 
Die zu addierende Zähl mufs nun, damit sie die Seite des 
Quadrats zu einem Quadrat mache, gleich x? mit irgend einer 
Quadratzahl als Koeffizient, vermindert um die Seite des Qua- 
drats, sein; dieselbe sei Aa? — x. Wird diese Zahl [zu x 
addiert, so erhält man A.x^\ wird sie] zu a? addiert, so ergiebt 
sich ba? — x, und dieser Ausdruck mufs gleich "äx, nämlich 
gleich der Seite des durch die erste Addition entstandenen 
Quadrats sein. Daraus erhält man 



*) Allgemein wird das Quadrat -. 
-r , die zu addierende Zahl - 
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Somit wird das Quadrat ^ , die Seite desselben -r , die zu 

addierende Zahl ; sein*). 

6. Aufgabe. Zu einem Eubus und einem Quadrat 
ein und dasselbe Quadrat zu addieren, so dals der 
Kubus ein Kubus und das Quadrat ein Quadrat bleibt 

AaDösang. Bs sei der Kubus x", das Quadrat x' mit 
einer beliebigen Quadratzabl als Koeffizienten, etwa 9x\ Da 
ich nun will, daTs ein Quadrat, wenn es um Qx^ vermehrt 
wird, ein Quadrat bleibe, so wähle ich zwei Zahlen, deren 
Produkt 9 ist, etwa 1 and 9, Wenn ich nun 1 von 9 sub- 
trahiere und die Hälfte des Restes mit sich selbst multipli- 
ziere, so werde ich 16 erbalten. Diese Zahl giebt, wenn sie 
zu 9 addiert wird, ein Quadrat «6+ (—„ — ) = ( 2~") ■ 

Ich setze daher das zu addierende Quadrat gleich 16a:^, 
und dann erhalte ich, wenn ich es zu 9a? addiere, wirklich 
ein Quadrat. 

Wenn ich dasselbe aber zu dem Kubus a^ addiere, so 
erhalte ich a;'+16a:*. Dieser Ausdruck soll gleich einem 
Kubus sein. Er sei gleich 8a^; dann ergiebt sich 
10 

Somit wird der Kubus -^^ , das Quadrat -75- und das zu 
*) Allgemein wird das Quadrat f , ) , die Seite desselben 



)T , die zu addierende Zahl - " / '• » " ^"A i — ^^'''■ 

**) Ist allgemein x* der Kubus, a'x* das Quadrat, {&* — a^)i? 
las zu addierende Quadrat, bo soll 

lein. Daraus erhält man ■ 

vo a, b, c nur der Bedingung unterworfen sind, dafs b* — a^ ein 
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7. Aufgabe. Zu einem Kuhns und einem Quadrat 
ein und dasselbe Quadrat zu addieren, so daTa der 
Kubus ein Quadrat und das Quadrat ein Kubus werde. 

Aoflösang. Es sei der Kubus die erste, das Quadrat die 
zweite, das zu addierende Quadrat die dritte Zahl. Da nan 
das zu addierende Quadrat (die dritte Zahl), wenn es um das 
Quadrat (die zweite Zahl) vermehrt wird, einen Kubus geben 
soll, so möge diese Summe der Kubus sein, den wir die erste 
Zahl genannt haben*), so dals die erste Zahl die zweite um 
die dritte, also um ein Quadrat übertrifft; denn die dritte 
Zahl ist ein Quadrat. 

Welche zwei Zahlen ich nun aber auch nehmen mag, die 
Summe ihrer Quadrate wird, wenn man sie um das Doppelte 
Produkt derselben vermehrt, immer ein Quadrat. Ich mnfs 
also, wenn ich zwei Zahlen gewählt habe, die Summe ihrer 
Quadrate als die erste Zahl annehmen, da die erste Zahl gleich 
der Summe zweier Quadrate, dem gesuchten und dem zu 
addierenden (der zweiten und dritten Zahl) ist. Das doppelte 
Produkt der Zahlen mnfs ich als dritte Zahl annehmen. Es 
ist aber die dritte Zahl ein Quadrat, daher auch das doppelte 
Produkt der gewählten Zahlen ein Quadrat sein muls. 

Es möge daher die eine Zahl gleich x, die andere gleich 
2x gesetzt werden, damit ihr doppeltes Produkt ein Quadrat 
sei. Indem ich nun die Summe der Quadrate dieser Z^len 
nehme, setze ich die erste der gesuchten Zahlen gleich 5^', 
das doppelte Produkt derselben aber, d. i. ix^, gleich der 
dritten Zahl, so daCs für die zweite noch x^ bleibt; denn 
diese soll, wenn sie zur dritten addiert wird, die erste Zahl geben. 

Es erübrigt noch, dafs die erste Zahl ein Kubus, aho 
5x* = ar* 
sei Daraus folgt 

x = Ö. 

Somit wird der Kubus (die erste Zahl) 125, das Quadrat (die 
zweite Zahl) 25, das zu addierende Quadrat (die dritte Zahl) 
100 sein, und diese Werte genügen offenbar der Aufgabe. 

*) Eine willkürliche Annahme, welche die Aufgabe zu einer 
gauz ändern macht. 
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8, Änd&re Auflösung. Ea sei wieder der Kubus die 
erste, das Quadrat die zweite, das zu addierende Quadrat die 
dritte Zahl. Da ich nun will, dafs das zu addierende Quadrat, 
wenn es zur zweiten Zahl, d. i. einem Quadrat, gezählt wird, 
einen Kubus gebe, so mdge diese Summe die erste Zahl sein. 
Da ich weiter will, dafs die erste Zahl, wenn sie zur dritten 
addiert wird, ein Quadrat gebe, so bin ich dazu gebracht, 
zwei Quadrate zu suchen, deren Summe, wenn sie um eins 
der Quadrate vermehrt wird, ein Quadrat giebt. AuTserdem 
sollen diese beiden Quadrate, das zum zweiten zu addierende 
und das zweite selbst, zusammen einen Kubus, nämlich die 
erste Zahl geben. 

Es werde nun das erste dieser beiden Quadrate gleich x^, 
das zweite gleich 4 gesetzt, so ist die um eins der Quadrate 
vermehrte Summe beider gleich 2it? + 4. Wird dies gleich 
dem Quadrat über der Seite 2x — 2, also gleich 4a;* + 4 — 8a; 
gesetzt, so ergieht sich x = 4^. Es wird also das eine Qua- 
drat 4, das andere 16 sein. 

Nun setze ich das zu addierende Quadrat gleich IGcc* und 
die zweite Zahl gleich 4:r'; dann wird die erste, weil sie der 
Summe beider gleich sein soll, Ws? sein. Es erübrigt noch, dals 

20a;* = x^ 
werde; daraus folgt 

«=20. 
Somit wird die erste Zahl 8000, die zweite 1600, die zu 
addierende Zahl 6400 sein; übrigens lalst die Aufgabe unend- 
lich viele Lösungen zu*). 



8. Aufgabe. Zu einem Kubus und dessen Seite eine 
und dieselbe Zahl zu addieren, so dafs der Kubus ein 



*) Sind allgemein a, h zwei beliebige Zahlen, deren doppeltes 
Produkt eine Qaadratzahl ist, so Ueferi Diophants sinnreiches 
Verfahren für deii Kubus (a* + h^f, für das erste Quadrat 
(a — &)*{a' + b*)*, für das zu addierende Quadrat 2aft(o* + b*f; 
in der Tbat ist 

(„! + J.). + 2oH-' + »')■ - («' + *')'(» + i)\ 
(a — S)'(o' + »■)■ + 2<.ii(a" + »")■ — (<.' + l'f. 
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Eubus bleibt and die Seite znr Seite des neaeti Eubus 
wird. 

Anflösimg. Es sei x die zu addierende Zahl. Die Seite 
des Kubas sei x mit einem beliebigen Koeffizienten, etwa 2cc, 
der Kubns selbst also 8a^. 

Wenn x zu 2x addiert wird, so ergiebt sich 5x, und 
wenn man x zu 8a^ addiert, so erhält man 8^ -f" ^- ^^ 9°^' Qon 

8ar* + a; = 27 a:» 
sein. Wird beiderseits 8a^ subtrahiert, so bleibt 

19a;» = x, 
und wenn alles durch x dividiert wird, 

19 a;» = 1. 
Nun ist 1 eine Qnadratzahl. Wenn daher der Koeffizient 19 
Ton a? ein Quadrat wäre, so wäre die Gleichung gelöst. 

Der Ausdruck 19a;* ist aber aus der Differenz von 27a;* 
und Sa^ entstanden, und 27a? ist der Kubus von 3a:, 8a:* 
derjenige von 2a?, so dafs die Zahl 19 entstanden ist aus der 
DiSFerenz des Kubus von 3x und desjenigen von 2a:. 

Die Zahl 2a: haben wir oben witlkürlich angenommen, 
und 3a; haben wir dadurch erhalten, dafs wir den gewählten 
Koeffizienten von x um 1. vermehrt haben. Wir sind auf diese 
Weise zu der Aufgabe geftthrt: Zwei Zahlen von der Diffe- 
renz 1 zu finden, deren Kuben eine Quadratzahl zur 
Differenz haben. 

Es sei die eine dieser Zahlen x, die andere a: + 1» so ist 
die Differenz ihrer Kuben 3a;* -(- 3a; -(- 1. Setzen wir dies 
gleich dem Quadrat aber der Seite 1 — 2a:, so ei^iebt sich 
a; = 7, Die eine Zahl wird also 7, die andere 8 sein. 

Jetzt gehe ich zu der ursprünglich gestellten Aufgabe 
zurück und setze die zu addierende Zahl gleich x, die Seite 
des Kubns gleich Ix. Dann wird der Kubus 343 a:^ sein, und 
wenn x zu jeder der beiden Zahlen addiert wird, so erhält 
man 8a; nnd 343a:» -^ x. Nun soll der letztere Ausdruck der 
Kubus Ober der Seite 8a; sein, also ist 

512a;' = 343ar' + x. 
Daraus ergiebt sich 
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Somit wird der Kubus ^r^ , die Seite desselben - 



addierende Zahl — sein*). 



10. Aufgabe. Zu einem Eubus und dessen Seite eine 
und dieselbe Zahl zu addieren, so dafs die Seite ein 
Eubus und der Kubus die Seite des neuen Eubus wird. 

Anfl^nng. £s sei der Kubus x' mit einer beliebigen 
Kubikzabl als Koeffizienten, etwa 8«', seine Seite also 2x. 
Die zu addierende Zahl werde gleich der Differenz gesetzt, die 
entsteht, wenn man von a^ mit einer anderen beliebigen 
Kubikzahl als Koeffizienten die Seite des ersten Kubus sub- 
trabiert; sie sei etwa 27ic* — 2x. Wird diese Zahl zu 2x 
addiert, so ergiebt sich 27x', und das ist der Kubus der 
Seite 3x. Wird dieselbe aber zu Sar* addiert, so erhält man 
35«* — 2x. Dies soll nun die Seite des Kubus 27x^, also 
gleich 3x sein. Es ist also 

35a* — 2x = 3a:, 
und daraus folgt • 

5x = 35 a:», 
oder, wenn alles durch x dividiert wird, 

353^ = 5. 
Da diese beiden Auadrficke sich nicht wie zwei Quadrate zu 
einander verhalten, so wird der Wert von x nicht rational**). 

*) Ea soll a;* + y = (ä + j)* sein. Daraus erbfilt man leicbt 



Wird jetat 4 — 3x* = (2 — kxf angenommen, so ergiebt sich 

4t 

und 

_ —6t ± (8 — *5 
^~ 3 + >■' 

wo h unbestimmt bleibt. 

•*) Obwohl Diophant, wie aus V, 33 und anderen Beispielen 
ersichtlich ist, die irrationale;! Wiii'zelD gemischt -quadratischer 
Gleichmigen näherungsneise bestimmen kann, so ISfst er doch nur 



DiclzedbyGoOgle 



IV. Bnch. 127 

Nun ist 35 durch Addition der beiden Kuben 27 und 
8 entstanden, die Zahl 5 durch Addition der Seiten derselben. 
Die Aufgabe ist also auf folgende zurückgeführt: 

Zwei Kubikzahlen von der Beschaffenheit zu 
finden, dafs die Summe derselben und die Summe 
ihrer Seiten sich wie zwei Quadratzahlen zu einander 
verhalten. 

Ea sei die Summe der Seiten der Kuben eine beliebige 
Zahl, etwa 2. Wird dann die Seite des ersten Kubus gleich x 
gesetzt, so mufs die des andern 2 — x sein, und die Summe 
der Kuben wird 6a* + 8 — 123: betragen. 

Wir wollen nun, dafs dieser Ausdruck und die Summe 
der Seiten, d. i. 2, sich wie zwei Quadratzahlen zu einander 
verhalten. Da 2 das Doppelte eines Quadrats ist, so mufs 
dann auch 6 a:* + 8 — 12a: das Doppelte eines Quadrats, also 
die Hälfte davon, d. i. 3a^ -|- 4 — 6x, gleich einem Quadrat 
sein. Nehmen wir als Seite dieses Quadrats 2 — ix an, 
setzen also 

33:» + 4 - 6a; -= (2 — Axf, 
so wird 

10 
* = i3- 

Es wird also die eine Seite — , die andere — sein. Nehme 
ich das Dreizehnfache und darauf die Hälfte, so erhalte ich 
als Seiten der Kuben 5 und 8. 

Nun gehe ich zur ursprünglich gestellten Aufgabe zurfick 
und setze die Seite des Kubus gleich 5a:; dann wird der 
Kubus 125x^ sein. Als zu addierende Zahl nehme ich den 
Kubus der Seite 8a;, vermindert um die Seite des ersten 
Kubus, also 5123;' — 5a; an. Wird dies zu Sa: addiert, so 
erhält man einen Kubus; wird es zu 125a;' addiert, so erhalt 
man 637a;' — 5a;. Dieser letzte Ausdruck soll nun die Seite 
des Kubus 5123:* sein; also ist 

rationale LSsuigen zu und verwirft Gleichungen, die solche nicht 
geben. Wie die negativen, 'so sind auch die irrationalen Zahlen 
für ihn keine veri numoii. Dafs eine quadratische Gleichung zwei 
Wuraeln hat, ist ihm völlig unbekannt; er nimmt die Wurzelgrsrse 
immer nur mit dem positiven Zeichen. 
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tmd daraus ergiebt sieb 



195 



Somit wird der Kubus ^^, die Seite desselben y, die zu 
addierende Zahl ttt sein*). 



U. Aufgabe. Zwei Kuben zu finden, deren Summe 
gleich der Summe ihrer Seiten ist. 

AnflfiBlulg. Wir drücken die Seiten der Kuben durch die 
Unbekannte x aus, die eine durch 2x, die andere durch 3x. 
Dann ist die Summe der Kuben ^bx\ Daa soll gleich der 
Summe der Seiten, also gleich 5x sein. Wird alles durch x 
dividiert, so folgt 

35a^ = 5, 

und für X ergiebt sich kein rationaler Wert. Der Koeffizient 
von 35x^ ist aber durch Addition zweier Kuben, nämlich 8 
und 27, entstanden und die Zahl 5 durch Addition der Seiten 
derselben. Wir sind also zu der Aufgabe geführt: 

Zwei Kuben zu finden, deren Summe, wenn man 
sie durch die Summe der Seiten diTidiert, eine Qua- 
dratzahl als Quotienten giebt. 

Diese Aufgabe ist aber schon [in IV, 10] gelost worden, 
und es haben sich als Seiten der Kaben 8 und 5 ergeben. 



*) Wird der Kubus gleich «'a!*, die zu addierende Zahl 
gleich b'x^ — ax gesetzt, so soll 

[(«' + »">'-»«]■-!■*»•. 
also 

(o> + 6')»? - » + i. 
sein; daraus folgt 

'^ = ■»•-- «6 + ö>' 

Es ist also a* — ab -\- b* in ein Quadrat zu verwandeln, was 

1 + 2t 
keine Schwierigkeit macht. Man erhält b = a ■ _ ■ , , wo k 

unbestimmt bleibt. 
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Ich gehe jetzt zu der ursprünglicli geatellten Aufgabe 
zurück und setze die Seiten der Kuben gleich 83; und 5a:.- 
Dann wird die Summe der Kuben 637a:^ Das soll gleich 
der Summe der Seiten, d. i. 13x sein. Daraus ergiebt sich 



Somit wird die Seite des ersten Kubus y , die des andern -r- 
sein, die Kuben selbst aber werden — und ^^ betragen*). 



*) Allgemein soll 

a^* + »' = » + y 
oder 

sein. Wird 

X* — xif + y^ = {x + kif 

gesetzt, wo h unbestimmt bleibt, so ergiebt sieb leicht 
_ l + 2t 



und da 


jetzt 


unsere Gleichung 


» + iy 


= + 1 oder 






« + i«. 


— ** 


+ 1 


lautet, 


30 ist 


entweder 






oder 


I - t' 
' — l + k + k- 

-l + l- 


und ,. 
nd «- 


1 +2t 
1+i + f 

l + 2t 



I 4- fc + fc' ^ i + t + fc» 

Diopbanta Werte geben aus der ersten LSsuug für ^ = ^ bervor. 

Bachet schliefst hieran die Aufgabe: 

Zwei Kuben zu finden, deren Summe zur Summe der Seiten 
in einem gegebenen Verhältniase stehe. Er fügt die Determination 
bei: Die V erb ttltnla zahl mufa eine Quadiatzahl oder der dritte Teil 
eines Quadrats sein. Dazu bemerkt Fermat: 

„Von dieser Determination ist dasselbe zu bemerken, 
was ich in der Anmerkung nur folgenden Aufgabe ge- 
sagt habe, und icb wundere micfe nicht darüber, dafs 
Dachet die allerdings schwierige allgemeine Methode 
nicht gesehen hat, sondern darüber, dafs er nicht wenig- 
stens dem Leser mitgeteilt hat, dafs die von ihm ge- 
gebene Methode nicht allgemein ist." 
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la. Aufgabe. Zwei Kuben zu finden, deren Diffe- 
renz gleich der Differenz ihrer Seiten ist. 

ADflösmig. Es aeien die Seiten der Koben 2x nnd Sx, 
80 wird die Differenz der Kuben 19a^, die der Seiten x sein. 
Es ist also 

X = 19ic*, 

und diese Gleichung liefert keinen rationalen Wert von x, 
weil beide Zahlen sich nicht wie zwei Quadratzahlec zu ein- 
ander verhalten. Wir sind auf diese Weise zu der Anfgabe 
geführt: 

Zwei Kuben von der Beschaffenheit zu finden, 
dafs die Differenz derselben und die Differenz ihrer 
Seiten sich wie zwei Quadratzahlen zu einander ver- 
halten. 

Wir nehmen die Seiten dieser Euben gleich x und x-\-l 
an, damit (He Differenz ihrer Seiten ein Quadrat, nämlich 1, 
sei. Wenn aber die Seite des einen Knbus x, die des andern 
X -{■ 1 istj so wird die Differenz der Seiten 1, die der Kuben 
3a:* + 3a; + 1 sein. Wir wollen nnn, dafs 3»* + Sx + l 
uad die Differenz der Seiten, d, i, 1, sich wie zwei Quadrat- 
. zahlen zu einander verhalten. Dann mufs auch das Produkt 
beider Zahlen ein Quadrat sein. Dies Produkt ist aber 
3!r* + 3a; -|- 1. Setzen wir dasselbe gleich dem Quadrat Ober 
der Seite 1 — 2a:, so ergiebt sich 
x = 1. 
Es sind also die Kuben 343 und 513, ihre Seiten 7 und 8. 

Jetzt gehe ich zu der ursprünglich gestellten Aufgabe 
zurück und setze die Seite des einen Kubus gleich Ix, die 
des andern gleich Sx. Dann ist die Differenz der Seiten x, 
die der Kuben 169a:^. Es ist folglich 

169ar' « x, 
und daraus ergiebt sich 



Folglich werden die SeiHSn der Kuben — und j sein*). 

•} Es soll , , 

also 
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IS. Aufgabe. Zwei Zahlen von solcher Beschaffen- 
heit zu fiDden, dafs der Kabne der grörseren, wenn 
er um die kleinere Zahl vermehrt wird, gleich dem 
um die gröfaere Zahl vermehrten Eubus der kleineren 
werde. 

AoflÖBimg;. Es sei die eine Zahl 2x, die andere 5x. Der 
Kubus der gr&fsereu Zahl wird, wenn man ihn am die kleinere 

a;* + a;y + y* = 1 
sein. Wird 

^ + xy +f = {x-\' k^y 

gesetzt, BO erhalt man leicht 

. 1 — Ä' . 2fc— 1 

wo k unbestimmt bleibt. 

Aunerkang von Fermat: 

„Ob sich aber zwei Biquadrate bestimmen lassen, 
deren Differenz gleich der Differenz ihrer Seiten ist, 
diese Aufgabe versuche man nach meiner Methode zu 
lösen, die ohne Zweifel zum Ziel führen wird. 

Man suche nämlich zwei Biquadrate von der Be- 
schaffenheit, dafs die Ilifferenz der Seiten gleich 1, die 
Differenz der Biquadrate selbst ein Kuhns ist. Die erste 
Operation liefert für die Seiten — ss ^^^ bö' ^* ^^^^ 
die erste der beiden Zahlen das Zeichen — hat, so wiede r- 
hole man die Operation nach meiner Methode und setze 
die erste Seite gleich x — ^\ dann wird die zweite gleich 
a; -j- 22 sein, und man wird eine neue Gleichung erhalten, 
welche durch wirkliche [rationale positive] Zahlen der 
Aufgabe genügen wird." 

Bachet stellt mm noch die Aufgabe: „Zwei Kuben zu finden, 
deren Differenz zur Differenz der Seiten in einem gegebenen Ver- 
hältnisse steht. Die VerhSttniszahl mufs aber ein Quadrat oder 
der dritte Teil eines. Quadrats sein." Dazu bemerkt Fermat: 

„Die Determination ist unrichtig, weil nicht all- 
gemein. Es ist derselben noch hinzuzufügen, dafs die 
Vp.rhältntszahl auch das Produkt einer Quadratzahl lu 
Primzahlen von der Form 3m -}" 1 "^^^ ^° Produkte von 
3 und Primzahlen dieser Form, vfie 7, 13, 19, 37, u. s, w., 
21, 91, u, H. w. sein darf. Der Beweis und die Lösung 
ergeben sich aus metner Methode." 
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Törmehrt, 273:* + 2x; der um die grSfsere Zahl vermehrte 
Eilbus der kleineren iat dagegen Sx^ -f- Bx. EU ist also 

8ar' + 3«=27a^ + 2fl;, 
und wenn alles durch x dividiert wird, so erhSlt man 

19a:» =. 1, 
was keinen rationalen Wert fQr x liefert, lö^c* ist aber aus 
der Differenz zweier Kuben entstanden, 1 aus der Differenz 
der Seiten derselben. Wir sind also zu der Aufgabe gefBhrt: 

Zwei Kuben von solcher Beschaffenheit zu finden, 
dafs die Differenz der Kuben und die Differenz ihrer 
Seiten sich wie zwei Quadratzahlen zu einander ver- 
halten. 

Diese Aufgabe ist aber sclion [in IV, 12] gelöst worden, 
und es hat sich für die Seiten der Kuben 7 und 8 ergeben. 

Jetzt gehe ich zu der ursprünglich gestellten Aufgabe 
zurück und setze die eine Zahl gleich Ix, die andere gleich 
8x, Dann wird. 

. 343a:' + 8« «iölSar» + 73;, 
und daraus folgt 



Die eine Zahl wird also t^j die andere - 
Werte genügen offenbar der Aufgabe*). 



14. Aufgabe. Zwei Zahlen von solcher Beschaffen- 
heit zu finden, dafs man eine Quadratzahl erhält, 
wenn jede von beiden, oder ihre Summe, oder ihre 
Differenz um I vermehrt wird. 

AnflÖBODg. Weim ich von irgend einer Quadratzahl 1 
subtrahiere, so werde ich die erste Zahl erhalten. Ich bilde 
demnach das Quadrat eines um 1 vermehrten beliebigen Viel- 

•) Da aus 

x' + y^^ + x 
sofort 

ar' — }^ = x — p 
folgt, so ist diese Aufgabe mit der vorhergehenden identisch. 
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fR(Aen Toa x, etwa das Quadrat von 3a; -|~ ^- Dfueelbe wird 
9a:' ■\- ^x -^ 1 ado, und indem ich davon 1 subtrahiere, setze 
ich die erste Zahl gleich ^x* + 6«. 

Weitei^. soll die Summe derbeidan Zahlen, wetm sie um 
1 vermehrt wird, ein Quadrat geben. Es ist aber auch die 
um 1 rer^nehrte zweite Zahl ein Quadrat. Daher habe ich 
eia Quadrat zu suchen, welches eine Quadratzahl bleibt, wenn 
es zu 9a;* + 6a: addiert wird. 

Zu diesem Zwecke wähle ich zwei Zahlen, deren Produkt 
9 a:* + 6x ist. Es seien dies 9a: + 6 und a:. Die DifiBecenz 
beider Zahlen ist ^x -|- 6, die Hälfte der Differenz Ax -\- Z 
und das Quadrat dieses Ausdrucks 16a;* -|- 24a: -|- 9. Davon 
Hubtrahiere ich 1 und setze den Rest, d. i. 16a:* + 24a; + 8, 
gleich der zweiten Zahl. Es ist aber die erste Zahl 9**rf 6a:, 
und-jed« dieser beiden Zahlen, ebenso wie ihre Summe, giebt, 
wenn sieniu 1 vermehrt wird, ein Quadrat. 

Jetzt eröbrigt noch, dafs auch die Differenz der Zahlen, 
wenn sie um 1 vermehrt wird,. ein Quadrat gebe. Wenn man 
diese Differenz um 1 vermehrt, so erhält man 

73:* + 18a: + 9. 
Setzen wir dies gleich dem Quadrat über der Seite 3 — 3a:, 
so ergebt sich 
■ , ■'■ ■ a;=18. 

Folglich - wird die erste Zahl 3024, die zweite 5624 sein, und 
diese Werte genügen offenbar der Aufgabe*). 



*) Wir wollen Diophants Verfahren allgemeiner betrachten: 
Er setzt I -^ {mx + l)* — 1 ^ w»*a;* + 2mx und II«=p* — 1; 
dann giebt jede der beiden Zahlen, wenn sie um 1 vergrfifsert 
wird, ein Qnadrat.j Damit nun die dritte Bedingung erfüllt, d, i, 
I + II + 1 ^ »»*a:* + 2ma! -(- j)* ein Quadrat werde, benutzt er 
die Identität ... 

/. «»+("-i-^)*-(^r. 

zerlegt also »»*a:*+ 2mx iu zwei Faktoren, etwa x und t»*a;-f-2m, 
und setzt ji gleich der halben Differenz dieeer beiden Faktoren, 
also j> = — g— a; + m. 

Jetzt iet nur noch EI — I + 1, also der Ansdmck 
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15. Aufgabe. Drei Quadralzahlen von solcher Be- 
schaffenheit zu finden, dafs die Summe derselben 
gleich der Summe ihrer drei Differenzen ist. 

AnflÖsung. Man soll die Differenz zwischen der gröfsten 
und mittleren, diejenige zwischen der mittleren und kleinsten, 
endlich diejenige zwischen der gröfsten und kleinsten Quadrat- 
zahl nehmen. Die Summe dieser drei Differenzen soll gleich 
der Summe der drei Zahlen sein. Die Summe dieser drei 
Differenzen ist aber das Doppelte der Differenz zwischen der 
grölsten uud kleinsten Zahl. Das Doppelte der Differenz 
zwischen der gröfsten und kleinsten Zahl ist also gleich der 
Summe der drei Zahlen. 

Es werde jetzt die kleinste Quadratzahl gleich 1 gesetzt, 
die gröfste gleich a;* + 2 a: -(- 1; dann ist das Doppelte der 
Differenz zwischen der gröfsten und kleinsten Zahl 2a:* + 4«. 
Folglich ist die Summe der drei Quadratitahlen 2a:* -f- 4x. 
Die Summe zweier derselben ist aber cc^ -\- 2x -\- 2; somit 
bleibt für das mittlere Quadrat a:* + 2a: — 2. Dieser Aus- 
druck mufs gleich einem Quadrat sein. Derselbe sei gleich 
dem Quadrat über der Seite w — 4; dann ergiebt sich 



Es wird also das gröfste Quadrat ~, das mittlere -^ , das 
kleinste 1 sein, und wenn alles mit 25 multipliziert wird, so 
ist das gröfste Quadrat 196, das mittlere 121, das kleinste 25*}. 



[—^—x + m) - 1 - (mV + 2mx) + 1 

- '"'~7'"^^ ^ + »»(*«* - 3)« + «>* 

in ein Quadrat zu verwandeln, und da das von x unabbängige 
Glied eine Quadratzahl ist, so bat dies keine Schwierigkeit. 

*) Sind allgemein a;*, y*, e* die gesuchten Quadrate und 
x>y>e, so soll 

(^« - y') + (f - .^) + (x' - .*) = x' + f + ,^ 
oder 

sein. Setzen wir 



DiclzedbyGoOgle 



IV. Buch. 135 

16. Aufgabe. Drei Zahlen von der Beschaffenheit 
zu finden, dafs man gegebene Zahlen erhält, wenn 
man die Summe je zweier mit der dritten Zahl multi- 
pliziert 

Anflösimg. £3 wird verlangt, dafs die Summe der ersten 
und zweiten Zahl, wenn sie mit der dritten multipliziert wird, 
35 gebe; die Summe der zweiten und dritten Zahl soll, wenn 
sie mit der ersten multipliziert wird, 27 geben: endlich soll 
die Summe der ersten und dritten Zahl, wenn sie mit der 
zweiten multipliziert wird, 32 werden. 

Wir setzen die dritte Zahl gleich x; dann muls die Summe 
der ersten und zweiten — sein. Es sei nun die erste gleich 
— , die zweite also gleich — , so bleiben noch zwei Forderungen 
zu erfüllen, nämlich dafa die Summe der zweiten und dritten 
Zahl, wenn sie mit der ersten multipliziert wird, 27 gebe, und 
dafs die mit der zweiten Zahl multiplizierte Summe der dritten 
und ersten gleich 32 sei. 

Wenn man aber die Summe der zweiten und dritten Zahl 
mit der ersten multipliziert, so erhält man 10 + --j^ ■ Es 
ist also 

10 + ^-27. . 
Wird die Summe der dritten und ersten Zahl mit der zweiten 
multipliziert, so ergiebt sich 25 -| ,- ■ Es ist also 

25 + ^ = 32. 

x^ — 3^* s=(x — kisf, 
so ergiebt sieb leicht 

2tj; 

und 

wo & unbestimmt bleibt. Die gesucbtea Zablen sind also 

Diophants Lösung entspricht den Werten k = b, a; =" 14. 
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Es ist aber auch 10 + — j- = 27, nnd die Differenz der rechten 

Seiten der Gleichungen- ist 5. Wenn also auch 26 + —j- und 

10 H r die Differenz 5 hätten, so würden beide Seiten der 

Gleichungen dieselbe Differenz haben. Nun rührt 25 von der 
zweiten, 10 von der ersten Zahl her, und die Differenz beider 
Zahlen soll 5 betragen. Die erste und zweite Zahl sind aber 
nicht beliebig, sondern ihre Summe ist 35. Es kommt also 
darauf an, 35 in zwei Zahlen zu teilen, deren Differenz 5 ist. 
Diese Zahlen sind 15 und 20. 

Daher setze ich die erste Zahl gleich ~, die zweite 
gleich —■ Dann wird die Summe der zweiten und dritten, 

wenn man sie mit der ersten multipliziert, gleich 15 -| 5-, 

und das soU gleich 27 sein. Ferner ist die mit der zweiten 
Zahl multiplizierte Summe der ersten und dritten 20 + "^» 
und das soll gleich 32 sein. Aus 

15 + ~ = 27 
folgt aber 

35= 5. 
Somit wird die erste Zahl S, die zweite 4, die dritte 5 sein*). 



*} Werden dle-Zaltlen x, y, z genannt,' bo sind die Gleichungen 
(j, + .)._» 

ZU erfüllen. Aus der zweiten und dritten 61ei<^ung folgt durch 

Subtraktion leicht 

b e 
-C — y = — — -■ 

Femer ist nach der ersten Gleicbung 
Somit bleibt z unbestimmt, und es ist 
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17. Anfgftbe. Drei Zahlen zu finden, deren Summe 
eine QuadratzabI ist, und welche die Eigenschaft 
haben, dafs das Quadrat einer jeden, wenn es um die 
nächstfolgende Zahl vermehrt wird, ebenfalls ein 
Quadrat giebt. 

AnflÖsnng, Wir setzen die mittlere Zahl gleich x mit 
einem beliebigen Koeffizienten, etwa gleich 4x. Da ich nun 
will, dafs das Quadrat der ersten Zahl, wenn es um die zweite 
vermehrt wird, ein Quadrat gebe, ao bin ich dazu geföhrt, ein 
Quadrat zu suchen, welches eine Qaadratzahl bleibt, wenn es 
um 4x vermehrt wird. 

Zu diesem Zwecke suche ich zwei Zahlen, deren Produkt 
^x ist. Es sind dies die Divisoren 2a; und 2 von 4a;. Wenn 
ich nun die halbe Differenz dieser Divisoren gleich der ersten 
Zahl setze, so wird diese x — 1 sein, und dann habe ich die 
Forderung erfüllt, dafs das um die zweite Zahl vermehrte 
Quadrat der ersten eine Qnadratzahl sei. 

Nun soll noch das Quadrat der zweiten Zahl, d. i. 16a^, 
bei Addition der dritten Zahl ein Quadrat geben. Wenn ich 
also von irgend einem Quadrat XZs? subtrahiere, so werde ich 
die dritte Zahl erhalten. Ich bilde das Quadrat über der 
Seite, welche 1 gröfser ist als die Seite von Idx*, d. i. 4x, 
^Bo das Quadrat über 4a; -f- 1. Dieses Quadrat vrird 

16»« + 8a;+l 
betragen. Wenn ich hiervon 16a;^ subtrahiere, so bleibt die 
dritte Zahl flbrig^ nämlich %x -\- 1. 

■ Weiter will ich, dafs die Summe der drei Zahlen ein 
Quadrat sei; diese Summe ist aber 13^;. Das soll gleich einem 
Quadrat sein. Ich nehme als Wert desselben a;^ mit einer 
QuadratzabI als Koeffizienten, etwa IGda;'. Dann einlebt sich 

X •= 13a:*. 
Die erste Zahl wird also 13a;* — 1, die zweite 52a;*, die dritte 
104a;* -|- 1 betragen, und nun sind drei der gestellten Forde- 
ruagen in allgemeinen ' Ausdrücken erfüllt. 

Jetzt erübrigt noch, dafs das Quadrat der dritten Zahl, 
d. i. 10816a;* + 208iP*'4- 1, wenn es um die erste Zahl, d. i. 
13a;* — 1, vermehrt wird, ein Quadrat gebe. Es soll also, der 
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Ausdruck 10 816a^ + 221iC* oder, wenn wir alles durch a? 
dividieren, 10816a:* -[- 221 gleich einem Quadrat sein. Wir 
nehmen als Seite dieses Quadrats 104a: -f 1 an. Aus 

10 816»* + 221 — (104a; + 1)» 
folgt dann ' 

66 

^ 62' 

und somit wird die erste Zahl , die zweite ^i , die 

••ntte "2^^ sein*). 



18. Aufgabe. Drei Zahlen zu finden, deren Summe 
eine Quadratzahl ist, und welche die Iiigenschaft 



*) Die allgemeine Darstellung des von Diophäot eiugescb lagen en 
Verfahrens fObrt zwar zu unbequemen Ausdrücken, bietet aber 
keine Schwierigkeit. Fermat bemerkt hier: „Diese Aufgabe 
wird vielleicht eleganter auf folgende Weise gelöst; 
Man setze die erste Zahl gleich x und die zweite, damit 
sie mit dem Quadrate der ersten zusammen ein, Quadrat 
bilde, gleich 2x -\- 1; die dritte Zahl setze man gleich 
der Summe eines Vielfachen von x und einer bestimmten 
Zahl, die jedoch der Bedingung gentigen, dafs die dritte 
Zahl mit dem Quadrate d^er zweiten zusammen ein Qua- 
drat gebe; es sei z. B. die dritte Zahl gleich 4x + 3. 
Auf diese Weise ist schon zwei Forderungen der Auf- 
gabe genügt, und es erübrigt noch, dafs die Summe aller 
drei Zahlen ein Quadrat sei, und dafs ferner das Quadrat 
der dritten Zahl ein Quadrat bleibe, wenn man die erste 
Zahl dazu zfihlt. Die Summe aller drei Zahlen ist 4-f-7a;, 
das Quadrat der dritten Zahl und die erste Zahl geben 
zusammen 9 -\- 2&x -f- 16a:*. Es entsteht also eine doppelte 
Gleichung, deren Lösung man sofort erhält, wenn man 
die von x unabhängigen Glieder, welche Quadratzahlen 
sind, auf eine und dieselbe Quadratzahl reduziert 

Auf dieselbe Weise Ufst sich die Aufgabe sehr 
leicht auf vier oder beliebig viele Zahlen ausdehnen; 
man hat nur dafUr Sorge zu trag'en, dafs die von x un- 
abhängigen Zahlen, welche man bei Bildung der Aus- 
drucke für die einzelnen Zahlen nimmt, zur Summe eine 
Quadratzahl haben, und das macht gar keine Schwierig- 
keit," 
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haben, dafs das Quadrat einer jeden, wenn es um die 
aächstfolgende Zahl Termindert wird, ebenfalls ein 
Quadrat giebt 

Anilösnng;. Ich setze wieder die mittlere Zahl gleich 4x. 
Da nun das Quadrat der ersten Zahl, wenn die zweite davon 
subtrahiert wird, ein Quadrat geben soll, so kommt es darauf 
an, ein Quadrat zu suchen, welches bei Subtraktion von ix 
ein Quadrat als Rest giebt. 

Zunächst sache ich zwei Zahlen, deren Produkt ix ist. 
Es sind dies die Divisoren 2x und 2. Nun nehme ich die 
Hälfte der Summe dieser beiden Zahlen und setze dieselbe, 
d. i. X -\- l , gleich der ersten Zahl. Dann ist eine der ge- 
stellten Forderungen erfüllt. 

Weiter soll das Quadrat der zweiten Zahl, d. l 16a^, wenn 
es um die dritte Zahl vermindert wird, ein Quadrat geben. 
Wenn wir also von 16a^ ein beliebiges Quadrat subtrahieren, 
so werden wir die dritte Zahl erhalten. Wir nehmen zu diesem 
Zwecke das Quadrat Qber der Seite ix — 1. Dasselbe isl 
16a;* +1 — Sx. Wenn wir dies von IQa^ subtrahieren, so 
bleibt fOr die dritte Zahl 8x — 1 übrig, und jetzt ist eine 
zweite Forderung erfüllt 

Nnn soll auch die Summe der drei Zahlen, d. i. 132, ein 
Quadrat sein. Es sei 

13a; = 169a:", 
so wird 

X = 13a^. 

Folglich wird die erste Zahl 13a;* + 1, die zweite 52a;', die 
dritte 104a:* — 1 sein, und damit sind drei Forderungen durch 
allgemeine Ausdrücke erfüllt. 

Es erübrigt noch, dafs das Quadrat der dritten Zahl, wenn 
die erste davon subtrahiert wird, ein Quadrat gebe. Das um 
die erste Zahl verringerte Quadrat der dritten ist 

10816a;* — a21a:^ 
Das soll gleich einem Quadrat sein. Wird alles durch x* 
dividiert, so erhält man IO8I63;* — 221. Setzen wir diesen 
Ausdruck gleich dem Quadrat über der Seite 104a; — 1, so 
erhalt«» wir 
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x = 


11t 
~ Im' 


Folglich wird die erste Zahl 


170 9S9 
10 816 


dritte 


1870,566 
10S16 


sein*). 







10. Aufgabe. Zwei Zahlen von der Beschaffenheit 
zu findeu, dafs der Kubus der ersten, wenner u,m die 
zweite Zahl vermehrt wird, einen Kubus, dagegen 
das Quadrat der zweiten Zahl, wenn es um die erste 
vermehrt wird, ein Quadrat gebe. 

Aoflöfiimg;. Setzen wir die erste Zahl gleich x, so mufs 
die zweite gleich der Differenz sein, die entsteht, wenn man 
x^ von ii^end einer Kubikzahl, etwa 8, subtrahiert, also gleich 
8 — a^; denn dann wird der Kubus der ersten Zähl ein Kubus 
bleiben, wenn man ihn um die zweite Zahl vermehrt. 

Es erübrigt noch, dafs das Quadrat der zweiten Zahl, 
wenn es um die erste vermehrt wird, ein Quadrat gebe. Das 
um die erste Zahl vermehrte Quadrat der zweiten ist aber 
3^ -^ x-\-M: — 16«'. Dies setzen wir gleich dem Quadrat 
über der Seite x^ +8. **■ i- gleich a^ + l&afi -\- 64. Indem 
wir nun [in der Gleichung 

a;« 4- a: + 64 - 16x1 = a;« + 16a^ + 64] 
die abzuziehende Gröfee beiderseits addieren und dann Gleiches 
von Gleichem subtrahieren, so bleibt 

32a^ = 3; 
oder, wenn alles durch x dividiert wird, 

32a:' = 1. 
Nun ist 1 eine Quadratzahl; wenn also auch 32i^ ein Quadrat 
wäre, so wäre dieGleichung gelöst. 

32x' ist aber aus 2mal 16s^ entstanden und iGs^ aas 
Smal 8a:^, d. h. aus 2mal 8: daher ist 32x^ aus 4mal 8 ent- 



*) Aiimer'kung von Fermat: „Durch d,^s'in der vorher- 
gehenden Aufgabe' angewandte SchlufaverfilirBn ISNt 
sich auo-h diese Aufgabe lösen und auf beliebig viele 
Zahlen ausdehnen." 
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standen. Es kommt also darauf an, einen Knbus zu suchen, 
dessen YierfacheB ein Quadrat ist. 

Ea sei a:* der gesuchte Kubus. Das Vierfache desselben, 
d. i. 4a^, soll ein Quadrat geben, etwa 16a?. Dann ergiebt sich 

x = 4. 
Der Eubus wird also 64 sein. 

Ich setze daher die zweite Zahl gleich 64 — x'. Dann 
ist hoch zu bewirken, dafs das Quadrat der zweiten Zahl, wenn 
es um .die erste vermehrt wird, eiu Quadrat gebe. Das um 
die erste Zahl vermehrte Quadrat der zweiten ist aber 

a:« + 4096 + x — 128a;»; 
das setzen wir gleich dem Quadrat über der Seite x^ -\- 64, 
also gleich ^ + 4096 + 1283^. Dann bleibt 

256r' = x, 
ttod daraus ergiebt sich 

1 



20. Aufgabe. Drei Zahlen in allgemeinen Aus- 
drücken zu finden, die so beschaffen sind, dafa das 
um 1 vermehrte Produkt je zweier derselben ein 
Quadrat sei. 

Auflränng. Ich will, daTs das Produkt der ersten und 



*) Wird die erste Zahl mit x bezeichnet, so mofs die zweite 
o' — (E* sein, und es ist nur noch die Bedingung zu erfüllen, dafa 
(&' — Ä*)* -f- a; ein Quadrat gebe. Diophant setzt 



tind erholt 
|U>0 






1? ' !_ ' . 



Sollen sich daher rationale Wei-te ergeben, so mufs a eine Qaadrat- 
zahl sein. Für a^ i wird z. B. a; = -^■ 
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zweiteD Zahl, wenn 1 daza addiert wird, ein Quadrat werde. 
Wenn ich also 1 von ii^end einem Quadrat subtrahiere, so 
werde ich das Produkt aus der ersten und zweiten Zahl er- 
halten. Ich bilde nun das Quadrat über der Summe Ton 1 
und X mit einem beliebigen Koef^zienten, etwa das Quadrat 
Ober 1 + a:. Dasselbe wird 3^ + 2a; -|- 1 sein. Subtrahiere 
ich davon 1, so bleibt a? + 2a;, und das wird das Produkt 
aus der ersten tind zweiten Zahl sein. 

Es sei die zweite Zahl x, die erste also x -^ 2. 

Weiter soll auch das Produkt aus der zweiten und dritten 
Zahl bei Addition von 1 ein Quadrat werden. Wenn ich also 
wieder von irgend einem Quadrat 1 subtrahiere, so werde ich 
das Produkt aus der zweiten und dritten Zahl erhalten. 

Es werde das Quadrat über 3a; + 1 gebildet. Daaselbe 
wird 9a:* + 6a; + 1 betragen, und wenn davon 1 subtrahiert 
wird, so bleibt ^x* -\- 6x. Es mufs also das Produkt aas der 
zweiten und dritten Zahl gleich Qa? -(- 6a; sein, und da die 
zweite Zahl gleich x ist, so wird die dritte 9a; -(' 6 sein 
müssen. 

Ferner soll das um 1 vermehrte Produkt der ersten und 
dritten Zahl ein Quadrat geben. Dasselbe ist 93;* + 24a; -J- 13, 
und dieser Ausdruck soll gleich einem Quadrat sein. 

Nun ist der Koef^zient von x* eine Quadratzahl; wenn 
daher anch das von x unabhängige Glied eine Quadratzahl 
und das doppelte Produkt der Seiten des EoefHzienten von a? 
tmd des von x unabhängigen Gliedes gleich dem Koeffizienten 
von X wäre, so hätten wir den drei Forderungen durch alt- 
gemeine Ausdrücke genügt. 

Die Zahl 13 ist dadurch entstanden, daTs man 2 mit 6 
multipliziert und das Produkt um 1 vermehrt hat. Weiter 
ist 2 entstanden, iudem man x mit 1 multipliziert und das 
Produkt verdoppelt hat; ebenso hat man 6 erhalten durch 
Verdoppelung des Produkts von 3a; und 1. 

Ich will nun, dafs das Doppelte eines Koeffizienten von x, 
wenn man dasselbe mit dem Doppelten eines anderen Koef- 
fizienten von X multipliziert und das Produkt um 1 vermehrt, 
ein Quadrat gebe. Wenn man aber das Doppelte eines Koef- 
fizienten mit dem Doppeltea eines anderen Koeffizienten multi- 
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pliziert, so erhält man das Vierfache des Produkts dieser 
Koeffizienten. Es soll also das um 1 vermehrte Vierfache 
des Produkts der Koe^zienten eine Quadratzahl sein. 

- Nun giebt aber das Vierfache des Produkts zweier ganz 
beliebigen Zahlen, wenn es um das Quadrat der Differenz 
derselben vermehrt wird, ein Quadrat. Wenn wir a,\ao das 
Quadrat der Differenz gleich 1 annehmen, so bildet das um 
1 vermehrte Vierfache der Zahlen ein Quadrat. Wenn aber 
das Quadrat der Differenz 1 ist, so mnfs auch die Differenz 
selbst 1 sein. Wir müssen daher die Quadrate von Zahlen 
bilden, bei denen die Koeffizienten von x um 1 verschieden sind, 
also etwa das Quadrat von a; + 1 und dasjenige von 2x + 1. 

Das Quadrat von a: -f- 1 wird x* -^ 2x ~\- 1 sein. Wird 
davon 1 subtrahiert, so bleibt x^ -{- 2x. Es mufs also das 
Produkt aus der ersten und zweiten Zahl a^ -{• 2x sein. Wird 
die zweite Zahl gleich x gesetzt, so bleibt für die erste x-\-2. 

Weiter ist das Quadrat von 2ic -j- 1 gleich 4«* -\- 4x -\- 1. 
Wird auch davon 1 subtrahiert, so bleibt 4a^ + ^^- ^^ "^"^^ 
also das Produkt aus der zweiten und dritten Zahl 4x^ -j- 4x 
sein, und da die zweite gleich x ist, so wird die dritte ix-^-i 
sein mOssen. 

Auf diese Weise ist der Forderung, dafs das um 1 ver- 
mehrte Produkt je zweier der drei Zahlen ein Quadrat sei, 
durch allgemeine Ausdrücke, in denen der Unbekannten jeder 
beliebige Wert beigelegt werden kann, genQgt. Denn eine 
Aufgabe unbestimmt oder in allgemeinen Ausdrücken lösen, 
heifst för die gesuchten Zahlen Ausdrücke ermitteln, welche 
der Aufgabe genügen, welchan Wert man auch für die Un- 
bekannte in diese Ausdrücke einsetzen mag""). 

») Wird allgemem I = a'x + 2«, II = x, Jll = b^x + 26 
gesetzt, so ist nur noch 

(.'. + 2a) (S'r. + 2») + 1 
ZU einem Quadrat zn machen. Setzt mau zu diesem Zwecke 

{a'x + 2a) (b^x + 26) + 1 = (abx -f fc)^ 
wo auch k nnbestimrat bleibt, so ergiebt sich 
_ fe'-4g&-l 
^ 2a6(o + 6 — Ä)' 
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21. Aufgabe. Yier Zahlen vod der Beschaffenheit 
zn finden, dafs dae Produkt je zweier derselben, wenn 
es um 1 Termehrt wird, ein Quadrat gebe. 

AnflÖBnng. Ich will zanächst, dafs das um 1 vermehrte 
Produkt der ersten und zweiten Zahl ein Quadrat sei. Wenn 
ich also von irgend einem Quadrat 1 subtrahiere, so werde 
ich das Produkt der ersten und zweiten Zahl erbalten. Ich 
bilde nun das Quadrat über a; + 1- Dieses Quadrat ist 

«» + 2a; + I , 
und wenn ich davon 1 subtrahiere, so bleibt x* + 2x als 
Produkt der ersten und zweiten Zah). Es sei nun die erste 
Zahl X, so wird die zweite x -\- 2 sein. 

Weiter soll das um 1 vermehrte Produkt der ersten und 
dritten Zahl ein Quadrat sein. Ich bilde nun das Quadrat 



a(t' -f *6' — 46A — 1) ^- _ P — iad — 1 

m — 6(i ' + 4a'-4ait-l) 

Format bemerkt: 

„Es Bei die Aufgabe gestellt, drei Zahlen von der 
Beschaffenheit zu finden, dafs das um 1 vermehrte Pro- 
dukt je zweier derselben ein Quadrat bilde, dafa aber 
auch jede der drei Zahlen selbst ein Quadrat werde, 
wenn man sie um 1 vergrSfsert. 

Wir lösen zunächst die vorliegende Aufgab eDiopbants 
in der^Weise, dafs das von x unabhängige Glied in dem 
Ausdrucke für die erste Zahl und ebenso dasjenige in 
dem Ausdrucke fUr die dritte Zahl ein Quadrat wird, 
wenn man 1 dazu zahlt. Eb' seien z, B. die allgemeinen 
Ausdrücke für die gesuchten Zahlen 

169 13 7-22B , 86 

5184 * ^ 36 ' * ' 6i84 '^ """ 36 ' 
SO leuchtet ein, dafa diese unbestimmte Lösung den 
ersten Forderungen der neuen Aufgabe genügt. 

Jetzt erübrigt noch, dafs jede einzelne dieser Zahlen 
eia Quadrat wird, wenn man sie um 1 vermehrt. Es ent- 
steht also eine dreifache Gleichung, die jedoch leicht 
nach meiner Methode gelöst wird, da das von x unab- 
hängige Glied in jedem der drei Ausdrücke durch Addi- 
tion von 1 ein Quadrat wird." 
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Aber 2* + 1, da nach dem in der- vorhergehündeii Aufgalip 
Gezeigten der Koeffizient von ic um 1 gröfaer sein mufs, und 
subtrahiere von dem Quadrat 1. Den Rest 4x^ -f- 4x setze 
ich gleich dem Produkt der ersten und dritten Zahl. Da nun 
die erste Zahl x ist, so mufs die dritte 4x -{- i sein. 

Ferner soll das um 1 rermehrte Produkt der ersten und 
vierten Zahl ein Quadrat sein. Ich bilde nun, da der Koef- 
fizient' von x wieder um 1 gröfser sein muTs, das Quadrat 
Ober 3x -\- 1 und subtrahiere 1 von diesem Quadrat. Der Rest 
9a:' -f- 6x wird das Produkt der ersten und vierten Zahl sein, 
und da die erste x ist, so mufs die vierte Qx -\- Q sein. 

Nun trifft es schon zu, dafs das Produkt [der zweiten 
und dritten Zahl und ebenso das Produkt] der dritten und 
vierten Zahl, wenn es um 1 vermehrt wird, ein Quadrat giebt. 

Wenn man aber die zweite Zahl mit der vierten multi- 
pliziert und zum Produkt 1 addiert, so erhält man 

9a:» + 24a; + 13. 
Das soll gleich einem Quadrat sein, etwa gleich dem Quadrat 
ober 3x — 4. Dann ergiebt sich 



Somit wird die erste Zahl : 
die vierte — sein*). 



*) Wenn eine Zahl gleich a'x -j- 2a, eine zweite gleich 
{a -\- ly X -\- 2 {a -\- 1) ist, bo wird das Produkt beider bei 
Addition von 1 ein Quadrat, nämlich [a(a + l)x -j- (2a + l)]* 
geben. Deshalb setzt Diophant 

l^x, ll = a^x + 2a, m = (o + l)*x + ^a + l) , 
IV = (a + 2)*a: + 2(a + 2). 

Dann sind schon 5 Bedingungen der Aufgabe erfüllt, und es i^t 
nur noch II . lY -f- 1 oder 

[a(o + 2)i]' + ia(a' + Sa + 2)i + 4«(a + 2) + 1 

ZU einem Quadrat zn machen; da x' eine Quadratzabl zum Koef- 
fizienten hat, so macht dies keine Schwierigkeit. 

Fermat bemerkt: „Man ermittle drei beliebige Zahlen 
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23. Aufgabe.. Drei proportionale Zahlen von der 
Beschaffenheit zu findeo, dafs die Differenz je zweier 
ein Quadrat sei. 

Anflösnng;. Wir setzen die kleinste Zahl gleich x, die 
mittlere gleich x -^ A, damit die Differenz beider ein Quadrat 
sei. Femer setzen wir die dritte Zahl gleich x + 13, damit 
dieselbe um ein Quadrat gröfser sei als die mittlere ZahL 

Wenn nnu auch die Differenz zwischen der gröfsten und 
der kleiusten Zahl ein Quadrat wäre, so wäre der Fordernng, 
dafs je zwei der Zahlen eine Qnadratzahl zar Differenz haben 
sollen, durch allgemeine Ausdrücke genUgt. Die grötste Zahl 
ist aber um 13 gröfser als die kleinste, und 13 ist die Summe 
der Quadratzahlen 4 und 9. Es kommt also darauf an, zwei 
Quadratzahlen zu suchen, deren Summe ein Qnadrat ist. Das 
geschieht aber leicht vermittels der Seiten eines rechtwinkligen 
Dreiecks. Die Quadrate dieser Seiten sind 9 und 16. 

Ich setze daher die kleinste Z^hl gleich x, die mittlere 
gleich iF + 9, die dritte gleich x -)- 25. Dann haben je zwei 
der Zahlen ein Quadrat zur Differenz. 

Es erübrigt noch, daTs die Zahlen proportional seien. 
Wenn aber drei Zahlen proportional sind, so ist das Produkt 
der beiden gufseren Zahlen gleich dem Quadrat der mittleren. 
Das Produkt der gröCsten und kleinsten, d. i. der beiden 
äulseren Zahlen, ist aber x^ -)- 26a;, und das Quadrat der 
mittleren Zahl ist a? + 18« + 81. Setzt man diesen letzteren 
Ausdruck gleich a:* -|- 25a:, so erhält man x^ y' 



von der Beschaffenheit, dafs das Produkt je zweier der- 
selben bei Addition von I eine Quadratzahl wird. Diese 
Zahlen seien z. B. ä, 1, 8. Die vierte Zahl mufs dann der 
Bedingung genügen, dafd ihr Produkt in jede einzelne 
der bereits gefundenen Zahlen ein Quadrat wird, wenn 
man es um 1 vermehrt. Wird die zu ermittelnde vierte 
Zahl gleich x gesetzt, so mufs jeder der drei Ävsdrttcke 
3iE + 1, a; + 1, 8a; -|- 1 zu einem Quadrat gemacht werden; 
es entsteht also eine dreifache Gleichung, die nach der 
von mir erfundenen Methode gelöst wird. Man sehe die 
Anmerkung zur 24. Aufgabe des 6. Buches," 
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Die erste Zahl wird also „-, die aweite -=-, die dritte 
7 ' 7 ' 

256 . a:\ 
-- sein*). 



as. Aufgabe. Drei Zahlen zn finden, deren Produkt 
ein Quadrat giebt, wenn es um jede der drei Zahlen 
vermehrt wird. 

ADflösnng. Wir setzen das Produkt der drei Zahlen gleich 
X* •{- 2x, und damit dasselbe bei Addition der ersten Zahl 
ein Quadrat werde, nehmen wir die erste Zahl gleich 1 an. 
Nun soll das Produkt der drei Zahlen, auch weon die zweite 
dazu addiert wird, ein Quadrat geben. Wenn ich also von 
irgend einem Quadrat a:* -)- 2« subtrahiere, so werde ich die 
zweite Zahl erhalten. 

Ich bilde daher das Quadrat über x -f- ^ ^'^^ subtrahiere 
von diesem Quadrat a^ + 2x. Dann erhalte ich 4a;»+ 9. Ich 
setze also die zweite Zahl gleich 4x -|- 9. 

Nun ist das Produkt der drei Zahlen z^ + 2x, das Pro- 
dukt der ersten und zweiten 4x -j- 9. Wenn ich also x* -|- 2x 
durch 4a: + 9 dividiere, so werde ich die dritte Zahl erhalten. 

Diese Division ist aber unmöglich, und damit sie mög- 
lich werde, mufs man bewirken, dafs sich x^ zu 4a; verhalte 
wie 2x zu 9, oder umgestellt, wie a^ zu 2x, so mufs sich 4a: 
zu 9 verhalten. Der Koeffizient von n^ ist aber die Hälfte 
desjenigen von 3a:; wenn also auch der EoefBzient von 4x 

*) Wird allgemein I = x, II = x -{- a\ HI = a: + &* ge- 
setzt, so sind schon die Differenzen II — I , III — I Quadrate. 
Damit nun noch III — II ^ 6* — a* ein Quadrat sei, mufs b 
Hypotenuse, a Kathete eines rechtwinkligen Dreiecks, also b von 
der Porm m^ + «*, a von der Form m* — n* (oder aaoh 2mn) 
Bein. Es ist also 

I = x, H = a: + (m* — ««)^ III = a; + (m» + m^. 
Nun soll noch II die mittlere Proportionale zwischen I und III, d. h. 

[» + (»i _ „.)T _ » . [i + (»■ + „')•] 

sein. Daraus ergiebt sich leicht 

10* 
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die Hälfte von 9 wäre , so wflrde die DiviBion möglich sein. 
Nun ist hier ix die Differenz von 6a; und 2a;, und 6a; 
ist dadurch erhalten worden, dafs man das Produkt aus 3 
und X zweimal genommen hat, das heifst 6 ist aus 2inal 3 
entstanden. Die Zahl 9 ist aher das Quadrat von 3. 

Es kommt also darauf an, statt 3 eine Zahl von' der 
Beschaffenheit zu suchen, dafs das um 2 verminderte Doppelte 
derselben gleich der Hälfte ihres Quadrates sei. Es sei X 
diese gesuchte Zahl; wird dieselbe mit 2 multipliziert und 
das Produkt um 2 vermindert, so erhält man 2x — 2. Das 
Quadrat der Zahl ist aber x^. Wir wollen nun, dafs 

also 

3^ = 4« -4 

sei. Daraus ergiebt sich 

Jetzt gehe ich zu der ursprünglich gestellten Aufgabe zurück. 
Ich hatte die erste Zahl gleich 1, das Produkt der drei 
Zahlen gleich x^ -\- 2x gesetzt. Es soll nun auch das Produkt 
der drei Zahlen, wenn es um die zweite Zahl vermehrt vrird, 
ein Quadrat gehen. Wenn ich also von irgend einem Quadrat 
a;* + 2a; subtrahiere, so werde ich die zweite Zahl erhalten. 
Ich bilde nun das Quadrat von x, vermehrt um eine solche 
Zahl, dafs das um 3 verminderte Doppelte dieser Zahl gleich der 
Hälfte ihres Quadrats sei; wie soeben gezeigt worden, ist dies 
die Zahl 2. Ich bilde daher das Quadrat über x -\- 2. Dasselbe 
ist a;* 4- 4a: + 4. Wenn ich hiervon das Produkt der drei Zahlen, 
nämlich :^ -|- 2a;, subtrahiere, so bleibt 2a; -|- 4, und das ist 
die zweite Zahl. Wenn ich weiter das Produkt der drei Zahlen 
durch das Produkt der ersten und zweiten Zahl, d. i. 2 a; -f- 4 
dividiere, so erhalte ich die dritte Zahl, nämlich -^- 

Es erübrigt noch, dafs das Produkt der drei Zahlen, auch 
wenn die dritte dazu addiert wird, ein Quadrat gebe. Das um 
die dritte Zahl vermehrte Produkt der drei Zahlen ist aber 
X* + 2j X. Das soll gleich einem Quadrat, etwa gleich 4a;* 
sein. Dann ei^ebt sich 
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Die erste Zahl wird also — , die zweite — , die dritte 
-g- sein*). 



•) Wird allgemeiner das Produkt der drei Zablen gleich 
X* + 2ax und I = a* gesetzt, so werden wir II erhalten, wenn 
wir x^ -\- 2ax von einem vorläufig noch anbestimmten Quadrat 
(iE + bf subtrahieren. Es ist also II = 2{b — a)x + 6*. Weiter 
muCs III der Quotient der Division von a? -\- 2ax durch 

aKi2(b-a)x + b^] 
sein. Damit diese Division aufgehe, mufs, wie sich leicht ergiebt, 
6 ^,2a angenommen werden. Dann erbSit man III == g— ■ 

Nun ist noch die so ermittelte dritte Zahl zum Produkte der 
. drei Zahlen zu addieren und die Samme in ein Quadrat zu ver- 
wandeln. Betet man 

"=■ + (2«+ sV')« -('')'■ ' 
SO ergiebt sich * 





"+i^- 




- k'-i 


4o' 


"•+■< 



l = a\ II Ti— r^> in 



Permat bemerkt: „Die Aufgabe kann auch ohne die 
von Diophant angewandte Hilfsaufgabe vermittels einer 
doppelten Gleichung gelöst werden: Man setze das Pro- 
dukt-, dar drei Zahlen gleich x^ — 2x, die erste Zahl 
gleich 1, die zweite gleich 2x, so ist schon zwei Forde- 
rungen der Aufgabe genügt. Um die dritte Zahl zu er- 
halten, dividieren wir das Produkt der drei Zahlen, d. i. 
x^ — 2x, durch das Produkt der ersten und zweiten, 
d. i. 2x; diese Division ergiebt ö" — 1- Wird dies zum 
Produkt der drei Zahlen addiert, so erhält man 



nd dieser Ausdruck ist zu einem Quadrat zu machen. 
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24. Aufgabe, Drei Zahlen zu finden, dereu Produkt, 
wenn es um jede der Zahlen vermindert wird, ein 
Quadrat bildet 

Auflösung. Wir setzen die erste Zahl gleich x, das 
Produkt der drei Zahlen gleich a^ -\- x\ dasselbe bildet dann, 
wenn es um die erste Zahl vermindert wird, ein Quadrat. 
Da nun das Produkt der drei Zahlen x^ -\- X und die erste 
Zahl X ist, so wird das Produkt aus der zweiten und dritten 
a7 + 1 sein. 

Es sei die zweite Zahl 1, so mufe die dritte x -\- 1 
sein, und es erübrigt noch, dafs das Produkt der drei Zahlen 
ein Quadrat gebe, sowohl wenn es uro die zweite, als auch 
wenn es um die dritte Zahl vermindert wird. Subtrahiert 
man die zweite Zahl, so bleibt x*-\rx^\., and das soll 
gleich einem Quadrat sein. Subtrahiert man die dritte Zahl, 
so bleibt a? — 1, und das soll ebenfalls ein Quadrat sein. 

Es entsteht also eine doppelte Gleichung. Ich nehme 
die Differenz der beiden Ausdrücke, d. i. x, und wähle zwei 
Zahlen, deren Produkt gleich dieser Differeijz ist; es sind dies 
zwei Zahlen, die in x aufgehen, nämlich -^ und 2x (das Doppelte 
der Seite des Quadrats 3?). Dann besteht, wie du weifst, eine 
Gleichung \\x — t) ™° ^* — ij j "^^"^ Jaaa erhält 



Somit wird die erste Zahl -jr , die zweite 1, die dritte -^ sein*). 

Es mufg jedoch wegen der getroffenen Bestimmungen 
der Wert von x gröfser als 2 sein. Wir setzen daher 
a^ — -^x — 1 gleich demQuadrat über der Differenz von 
X und irgend einer Zahl, die gröfser als 2 ist. Alles 
andere ist bekannt." Es ergiebt sich 

wo k unbestimmt ist. 

*) Wird das Produkt der drei Zahlen gleich i:^ ■\- ax nnd die 
erste gleich ax gesetzt, so muls das Produkt der zweiten und 
dritten — |- 1 betragen Diophant nimmt nun, um die Aufgabe zu 
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36. Aufgabe. Eine gegebene Zahl in zwei Zahlen 
von der Beschaffenheit zu teilen, dafs das Produkt 
derselben gleich der Differenz zwischen einem Eubus 
nnd seiner Seite werde. 

Auflösung. Die gegebene Zahl sei 6, Wird die erste 
der gesuchten Zahlen gleich x gesetzt, so bleibt für die zweite 
6 — X, und es soll das Produkt beider ein um seine Seite 
verringerter Kubus sein. Das Produkt ist aber 6a: — x*. Das 
soll gleich einem Kubus sein, der um seine Seite verringert 
worden ist. 

Ich bilde nun den Eubus über der Differenz, die entsteht, 
wenn ich von x mit einem beliebigen Koeffizienten 1 sub- 
trahiere, etwa den Kubus über 2x — 1. Dieser Eubus giebt, 
wenn ich seine Seite davon subtrahiere, Sa;* + 4x — 12a:'; 
Das soll gleich Gx — a;* sein. 

Wenn jetzt die Koeffizienten von x in beiden Ausdrücken 
einander gleich wären, so wQrde ein Vielfaches von i^ gleich 



erleichtern, die zweite Zahl gleich 1 an, so daTs die dritte gleich 

1- 1 wird. Dann sind noch die beiden Bedingungen 

3^ -^ ax — 1 = M* 

X* + ax 1 = 1^ 

zu erfüllen. Diese geben ' 



f-Ä-^— 


..-„>_(„ + .) („ _ ,). 


aleo erhalten wir, wenn n 


rir 




i-. + . 


aanehmen, 


2x = w — v 


nnd 


- = ^ + A 


Daraos folgt leicht 

X 

wo a jede Zahl sein kann 


I6a' + 1 

8a(2 «>-!)' 
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einem Vielfachen von 3;* bleiben, und dann wäre x rational 
angebbar. 

Nun ist \x au8 der Differenz von 3mal 2a; and 2a: ent- 
standen, nnd wenn 3mal 2a; um 2a; vermindert wird, so giebt 
das 2mal 2a;. Die Zahl 6 dagegen ist in der Aufgabe ge^ 
geben. Es kommt also darauf an, statt 2a; ein anderes Viel- 
faches von X zu nehmen, so dafs der doppelte Koeffizient 
von X 6 sei. Dieser Koeffizient ist 3. 

Indem ich daher suche, 6ai — a;^ gleich einem Kubus zu 
machen, der um seine Seite verringert worden ist, bilde ich 
den Kubus über der Seite 3a; — 1, Wenn ich von diesem 
Kubus die Seite selbst subtrahiere, so erhalte ich 

27ar' + 6a; ~ 27a;* 
Wird dies gleich 6a; — ^ gesetzt, so folgt 



Daher wird die erste Zahl — , die zweite -g=- sein*). 



26. Aufgabe. Eine gegebene Zahl in drei Zahlen 
von solcher Beschaffenheit zu teilen, dafs das Pro- 
dukt derselben ein Kubus ist, welcher die Summe der 
Differenzen je zweier dieser Zahlen als Seite hat. 

Anflösnng. Die gegebene Zahl sei 4. Das Produkt der 



*') Ist die gegebene Zahl a, so setze man die gesuchten Zahlen 
gleich X, und a — a:, so dafs dsw Produkt beider am — ^ ist. 
Wird jetzt 

aa; — a;* = {j»x — 1)' — (ma; — l) 

angenommen, so ergiebt sich 

aa; — a;* = mV — 3ni*a;* -j- 2ma:, 
also für 



'(f)"- 
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Zahlen, welches ein Kubus sein soll, sei Sx^; die Seite dieses 
Kuhns ist 2x. 

Wenn man die Differenz zwischen der zweiten und ersten 
Zahl, diejenige ^.wischen der dritten und zweiten und diejenige 
zwischen der dritten und ersten addiert, so erhält man daB 
Doppelte der Differenz zwischen der dritten und ersten Zahl, 
d. h. wenn man drei ungleiche Zahlen hat, so ist die Summe 
der Differenzen je zweier dieser Zahlen das Doppelte der Diffe- 
renz der beiden äuTseren Zahlen. 

Nun haben wir aber oben die Seite des Kubus gleich 2x 
Tor ausgesetzt. £s mufs also 2x die Summe der Differenzen 
je zweier der Zahlen und daher die dritte um x gröfser sein 
als die erste. Es sei die erste Zahl gleich einem beliebigen 
Vielfachen von x, etwa 2x, so wird die dritte 3x sein. Da 
nun das Produkt der drei Zahlen 8a^, das Produkt der ersten 
und dritten 6x* ist, so mufs die zweite Zahl 1-^ ^ ^^^' 
Wenn also die zweite Zahl gröfser als die erste und kleiner 
als die dritte wäre, so wäre die Aufgabe gelöst. 

Die zweite Zahl ist dadurch erhalten worden, dafs wir Sx^ 
durch das Produkt der ersten und drjtten dividiert haben. 
Die erste und die dritte Zahl sind nicht beliebig angenommen, 
sondern [ihre Koeffizienten] unterscheiden sich um 1. £s 
kommt also darauf an, zwei um 1 verschiedene Zahlen von 
der Beschaffenheit zu suchen, dafs, wenn ich mit ihrem Pro- 
dukt in 8 dividiere, der erhaltene Quotient gröfaer sei als die 
kleinere und kleiner als die gröfsere der beiden Zahlen. 

Wird die kleinere dieser Zahlen gleich x gesetzt, ao wird 
die gröfsere x -\- l sein, und wenn ich 8 durch das Produkt 
derselben, d. i. x* + x dividiere, so erhalte ich die mittlere 
Zahl, nämlich , , ■ Diese Zahl soll nun gröfser als x, aber 
kleiner als a: -|- 1 sein. Da die Differenz zwischen diesen 
beiden letzten Zahlen 1 ist, so wird die Differenz zwischen 
der ersten [gröfsten] und zweiten Zahl kleiner als 1 sein; 
daher wird die zweite Zahl, wenn sie um 1 vermehrt wird, 
grölser sein als die erste [gröfste]. 

Wenn aber die zweite Zahl um 1 vermehrt und auf 
den Nenner x^ -{- x gebracht wird, so wird dieselbe gleich 
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^ - j"_f ■ ■ Dies wird gröfaer als a; -|- 1 ö^iu, oder, wenn 
alles mit dem Nenner multipliziert' wird, .a^ + x + 8 wird 
grörser als 3? -f* ^^ 4" ^ sein- Wird jetzt Gleiches gegen 
Gleiches weggelassen, so bleibt, dafs 8 gröfser als 3? -\- 3^ 
sein lUufs. 

Jetzt bilde ich den Kubus, welcher den Bestandteil 3?-\-x* 
enthält; die Seite desselben wird x -\- -^ sein. Da nun 8 
gröfser als a;* + «* und der Kubus über « + ^ auch grÖfser 
als x^ + x^ ist, so kann ich die Seiten beider Kuben, d. i. 2 
und X -\- -^, einander gleich setzen und erhalte x ^^ —■ Es 
wird also die erste Zahl t-, die zweite -g, die dritte — , oder, 
wenn alles mit 15 multipliziert wird, die erste Zahl 40, die 
zweite 37, die dritte 25 sein. Der gemeinschaftliche Nenner 
15 ist durch die Multiplikation weggefallen, und wir haben 
drei Zahlen gefunden, deren Produkt ein Kubus ist, welcher 
die Summe der Differenzen dieser Zahlen zur Seite hat. 

Nun setze ich die erste der gesuchten Zahlen gleich 4O2, 
die zweite gleich 273;, die dritte gleich 25a:. Dann ist das 
Produkt der Zahlen ein Kubus und die Seite desselben gleich 
der Summe der Differenzen der Zahlen. Wir wollen jetzt 
noch, dafs die Summe der drei Zahlen gleich der gegebenen 
Zahl, d. i. 4 sei. Es ist also 

92a: = 4, 
und daraus folgt 



Die erste Zahl wird also ^ , die zweite ^ , die dritte ^ 



*) Es werde I > 11 > III und I . II . ni = {mxf voraus- 
gesetzt; dann soll 

{I — II) + (I — III) + (II — III) , d. i. 

2(1 — III) = ma:, 
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27. Aufgabe. Zwei Zahlen von solcLer Beschaffen- 
heit zu finden, dafs das Produkt derselben, wenn es 
um jede der Zahlen vermehrt wird, einen Kubus gebe. 

Auflösung. Ich setze die erste Zahl gleich x mit einer 
beliebigen Kubibzahl als Koeffizienten, etwa gleich Sx, die 
zweite gleich x^ — 1. Dann ist die eine Forderung erfüllt, 



1=. 



-in 



Bein. Wir setzen nun III = kx, so ist 

i = (f + *)' 






über k ist jetzt so zu TerfUgen, däfa zunächst II> III, d. b. 
>k 



- + JU 



oder 



..L Daf + f + '!y + il, a.i. (*+'J)">i'+5f 

ist, so wird diese Bedingung sicherlich erfüllt, wenn wir 

ft + "ä" ^ *" °^^' * ^^ ' 6~ 

annehmen. Für diesen "Wert von k wird 

i__,, 11-^«, iii--^., 

und es stellt sich heraus, dafs die zweite Bedingung, uSmlich 
I > 11 schon von seibat erfüllt ist. Nun soll die Summe der drei 
Zahlen gleich der gegebenen Zahl a, also 
16 mx 

sein. DaraoB folgt x == :r— und 
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da das Produkt der beiden Zahlen, wenn es um die erste 
vermehrt wird, einen Kubus giebt. 

Es bleibt noch zu bewirken, dafs das um die zweite Zahl 
Termehrte Produkt ebenfalls ein Kubus werde. Wenn man 
aber beide Zahlen multipliziert und zum Produkt die zweite 
Zahl addiert, so erhält man 83^ -\- x' — 8a: — 1. Das boII 
gleich einem Kubus sein. Als Seite dieses Kubus nehme ich 
2a: — 1 an; dann ergiebt sich 



Die erste Zahl wird also -r^-, die zweite z 



38. Aufgabe. Zwei Zahlen von solcher Beschaffen- 
heit zu finden, dafs das Produkt derselben, wenn es 
um jede der Zahlen vermindert wird, einen Kubus gebe. 

AuflÖBnng. Es werde wieder die erste Zahl gleich 8x, 
die zweite gleich a^ + 1 gesetzt, so wird dasnm die erste 
Zahl verminderte Produkt beider Zahlen ein Kubus sein. 

Das um die zweite Zahl verminderte Produkt beider Zahlen 
ist aber Sx* -\- 8x — x' — 1, Dieser Ausdruck soll gleich 
einem Kubus werden. Das ist jedoch unmöglich [x würde negativ 
werden]. Daher setze ich die erste Zahl gleich der Summe von 
1 und X mit einer beliebigen Kubikzahl als Koeffizienten, etwa 
gleich 8a; 4- 1, die zweite Zahl aber gleich x^. Dann wird das 

*) Diophani setzt, um eine Forderung sofort zu erfüllen, 
l=a^j), II=y — 1; 
dann ist noch 

„.^(j. _ ,) + (:^ _ 1) 

in einen Kubus zu verwandeln. Setzt man 

o»a^ — a'x + x' — 1 = (ax — l)^ 
so ergiebt sich 



also . 



X = 


»<»■ + ») 
l + Sa' 


. 


l + sa- • 


„ = [-i 


,' + 3)-l' 
+ äo'J ■ 
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Produkt bei Subtraktion der zweiten Zahl ein Enbus. Wenn man 
aber die erateZalil subtrahiert, so erhält man Sx^-^-x' — 8x — 1. 
Das setzen wir gleich dem Kubus über der Seite 2x — I. 
Dann ergiebt sich 



Die erste Zahl wird also -^, die zweite — - sein*). 



se. Aufgabe. Zwei Zahlen zu finden, deren Produkt 
sowohl bei Addition, als auch bei Subtraktion der 
Summe derselben ein Kubas wird. 

Anflössng. Das Produkt der beiden Zahlen, addiert zur 
Summe derselben, soll einen Kubus geben; dieser sei Qi. Es 
soll aber auch das Produkt, wenn es um die Summe der 
Zahlen vermindert wird, ein Kubus werden; dieser Kubus sei 8. 
Dann ist die doppelte Summe der beiden Zahlen gleich der 
Differenz dieser Kuben, also gleich 56, die Summe selbst 
daher 28. Nun ist aber das Produkt und die Summe der 
Zahlen zusammen 64; also mufs das Produkt 36 sein. 

Ich bin daher zu der Aufgabe gef&hrt, zwei Zahlen zu 
finden, deren Summe 38 und deren Produkt 36 ist. Wird die 
gröfsere Zahl gleich x -\- 14 gesetzt, so wird die kleinere 
14 — X sein, und es mufs noch bewirkt werden, dafs das 
Produkt der Zahlen, d. i. 

•) Würde I = a^x, 11 = a;* + 1 angenommen und 
»'i(i> + 1) - (jJ + 1) _ („I - !)■ 

gesetzt, so würde sich 

^ __^ «(«' - 3) 

ergeben. Da dieser Ausdruck nur negative Werte darstellt, so 
nimmt Diophant I ^ a'^x +1, II ^ x* an. Dann ist noch I.U — I 
zu einem Kabus zh machen, und die Gleichung 

■ (a'.+ l>'-(A+l) -(«-!)■ 
liefert wieder 

_ .(■■■ + .1) 
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196 — 3;* = 36 
sei. Daraus ergiebt sich 

(T* = 160. 
Wenn also 160 eine Quadratzahl wäre, so wäre die Anf- 
gabe gelöst. 

Nan ist 160 die Differenz zwischen 196 und 36; 196 ist 
das Quadrat von 14, nnd 14 ist die Hälfte von 28, so daTs 
196 das Quadrat der Hälfte von 28 ist. 38 ist aber die 
Hälfte Ton 56, so dafs 14 der 4*« Teil von 56 ist, und 56 
ist die Differenz der beiden Euben 64 und 8, während 36 die 
halbe Samme dieser Euben ist. Es kommt also darauf an, 
zwei Euben von der Beschaffenheit zu suchen, dafs, wenn ich 
den vierten Teil ihrer Differenz mit eich selbst multipliziere^ 
und von dem Produkt die halbe Summe derselben subtrahiere 
der ßeat ein Quadrat sei. 

Es sei ic -|- 1 die Seite des gröfseren Eubus, x — 1 die 
des kleineren, so vrird der gröfsere Kubus 

ics + 3a;S + ga; _(. 1 ^ 
der kleinere x^ -\- ^x — 33;* — 1 betragen, und der vierte 
Teil der Differenz beider ist l^a^ + y- Wenn man dies mit 
sieh selbst multipliziert, so erhält man 2^3;* + Ija;^ + -j-- 
Wird hiervon die halbe Summe der beiden Euben, welche 
gleich 3^ ■\- Zx ist, subtrahiert, so bleibt 

21«* + \\a? + {-x^ — ?ix, 
und dieser Ausdruck soll gleich einem Quadrat werden. Um 
keinen Bruch zu behalten, multiplizieren wir alles mit 4, so 
wird unser Ausdruck 9a^ + 63;' -f- 1 — 43:' — 123:. Diesen 
setzen wir gleich dem Quadrat über der Seite 3a;* +1 — 6«. 
Wenn man dies Quadrat, d. i. 

93^ + 423;* + 1 — sex» — 123; «= 93^ + 63;* + 1 - 4a;» - 12a; 
setzt, darauf die abzuziehenden Gröjsen beiderseits addiert und 
dann Gleiches von Gleichem subtrahiert, so- bleibt 

32 a^ = 36fl;*, 
und daraus ergiebt sich 
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Nuu hatte ich die Seite des einen Kubus gleich x -\^ 1 , die 
des andern gleich x — 1 gesetzt; die Seite des einen wird 
also ö", die des andern -^ sein, nnd der erste Eubus selbst 
wird -TTg-, der zweite — betragen. 

Jetzt gehe ich zu der ursprünglich gestellten Aufgabe 
zurück und suche zwei Zahlen, deren Produkt, wenn es um 
die Summe derselben vermehrt wird, den Kubus -tttj wenn 
es aber um dieselbe Summe vermindert wird, den Kubus t^ 
giebt. Da das um die Summe der Zahlen vermehrte Produkt 



Summe verminderte Produkt ebenfalls ein Kubus, nämlich — ^ 
ist, so ist die doppelte Summe beider Zahlen gleich der Diffe- 
renz dieser Kuben, d. i. gleich i^-, ao dafs die Summe der 
Zahlen selbst -^r^ beträgt. Das Produkt mit der Summe zu- 
, und da die Summe -rrg- ist, so wird 



Das weitere Verfahren ist zwar schon ioi ersten Buche 
gelehrt worden; wir wollen es jedoch für die vorliegende Auf- 
gabe nochmals darlegen.' Wir setzen die erste Zahl gleich x, 
vermehrt um die halbe Summe der beiden Zahlen, also um 

-Tjä , 80 wird die zweite Zahl -ttz * scinj "nd dann ist die 

Summe beider wirklich -rrä- D^ Produkt beider Zahlen ist 
aber ■ — a:*. Das soll gleich -ftöt sein. Wird alles 

mit dem Nenner 262 144 multipliziert und sodann Gleiches 
von Gleichem subtrahiert, so erhält man 
262 144a:* =250000, 
nnd daraus folgt 
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Die erste Zatl wird also -rrg-i die zweite ■ 
Werte genflgen offenbar der Aufgabe*). 



SO. Aufgabe. Zwei Zahlen zn finden, deren Produkt 
sowohl bei Addition, als auch bei Subtraktion der 
Summe derselben ein Kubus wird. 

AofiÖBOUg. Hier ist folgender Satz anzuwenden: Wenn 
irgend eine Quadratzahl in zwei Teile geteilt ist, von denen 
der eine die Seite des Quadrats , der andere der Rest ist, ho 
bilden das Produkt und die Summe der Teile zusammen einen 
Kubus. Ks werde nnn das Qnadrat gleich x^ gesetzt und in 
zwei Teile geteilt, von denen der eine die Seite, der andere 
der Rest, also der eine x, der andere a^ — x ist, so giebt das 
Produkt beider Teile, bei Additiou der Summe derselben, 
einen Kubus. 

Es erübrigt noch, dafs das Produkt, auch wenn die Summe 
davon subtrahiert wird, einen Kubus gebe. Das um die Summe 
verringerte Produkt ist aber a^ — 2x^. Das soll gleich einem 
Kubus sein und zwar gleich einem Kubus, der kleiner als 3? 
sein mufe. Ich bilde daher den Kubus über der Seite -^ x; 
derselbe ist -a^. Nun multipliziere ich alles mit 8 und erhalte 

daraus ergiebt sich 



Die erste Zahl wird also y, die zweite - 



*} Siud die gesuchten Zahleu x, y , so i 
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8L Aufgabe. Vier Quadratzahlen zu finden, deren 
Summe, wenn man die Summe derSeiten dazu addiert, 
gleich einer gegebenen Zahl wird. 

AnflöSDDg. Die gegebeue Zahl sei 12. Jede Quadrat- 
zahl wird, wenn man sie um ihre Seite und j vermehrt, gleich 
einem Quadrat, dessen Seite bei Subtraktion von -r- gleich der 
Seite des anzüglichen Qua,drats wird. 

Nun giebt die Summe der vier gesuchten Quadratzahleu, 
wenn sie um die Summe der Seiten derselben vermehrt wird, 
12. Fügt man noch vier Viertel hinzu, so erhält man vier 
Quadrate, und wenn 12 um vier Viertel, d. i. 1, vermehrt 
vrird, so giebt das 13. 

Ich muTs also 13 in 4 Quadrate zerlegen, und wenn ich 
dann die Seite jedes derselben um -^ vermindere, so erbalte 
ich die Seiten der vier gesuchten Quadrate. 13 zerfällt in dif 
beiden Quadrate 4 und 9, und jedes der letzteren lafst sich 
wieder in zwei Quadrate zerlegen, nämlich da» eine in ^ und 
g^, das andere in -^ und g,-- Ich nehme jetzt die Seiten 
dieser Quadrate, nämlich — , -^, — , — , und verringere jede 

«» -»•-!(»' -!■■), 
oder es ist 

Die Aufgabe ist daher auf I, 30 zurUckge führt. In Nr. 30 be- 
handelt Diophant dieselbe Aufgabe auf andere Weise. Damit 
I . II + (I 4- II) ein Kubus sei, nimmt er I = a:* — x, II = i 
an. Dann ist noch 1 . 11 — (l + 11), d, i. x^ — 2a:* in einen 
EubuB zu verwandeln. Setzt man 

3^ — 2x* = aV, 
so ergiebt sich 

2 

also ist 
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, so smd die Reste, nämlich ; 



10' 10' 10' 

der vier gesuchten Quadrate, und diese Quadrate selbst werden 
j sein*). 



100' 100' 100' 100 



*) Ist allgemein a die gegebene Zahl, so zerfalle i 
1 4 Quadrate (die auch BrUche sein kCnnen) 

a+1 =p' + q' + r^ + s'; 



■d, 
a+l = (V + I'i + i) + (?.^+9i + |) ' 

+ (r.^ + '-. + l) + (^.^ + «. + i). 
also 

« = C^i^ + ?i* + »"i' + «1*) + (Pi + ?i + n + »»)■ 
Dabei ist von Diopbant stillschweigend vorausgesetzt worden, dafa 
sich jede ganze Zahl, die nicht selbst ein Qaadrat ist, in vier oder 
weniger Quiuirate zerfallen lasse. (Wenn es weniger als 4 sind, 
so kann man durch — nötigenfalls wiederholte ~ Anwendung der 
Aufgabe II, 8 doch vier Quadrate bilden, deren Summe die zu zer- 
fallende Zahl isi) Bachet bat den Sats auf seine Richtigkeit 
geprüft, indem er die Zahlen von 1 bis 32S wirklich in Quadrate 
zerlegte. Einen Beweis hat er uiuht gefunden. Fermat bemerkt: 
„Ich habe sogar den schönen und ganz allgemeinen 8ati 
entdeckt, dafs jede Zahl entweder eine Dreieckzahl oder 
die Summe von zwei oder drei Dreieckzahlen; entweder 
eine Quadratzahl oder die Summe von zwei oder drei 
oder vier Quadratzahlen; entweder eine Pflnfeckzahl 
oder die Summe von zwei oder drei oder vier oder fünf 
Füufeckzahlen ist, and dafs weiter derselbe allgemeine 
und wunderbare Satz fttr Sechseckzahlen, Siebeneck - 
zahlen, überhaupt beliebige Poly gonalzahlen gilt. Den 
Beweis desselben, der aus vielen mannigfaltigen und 
ganz verborgenen Geheimnissen der Zahlen hergenommen 
wird, kann ich hier nicht beifügen. Ich habe nämlich 
vor, ein besonderes Werk diesem Gegenstande au widmen 
und die Arithmetik in diesem Teile über die alten und 
bekannten Grenzen hinaus in wunderbarer Weise zu er- 
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82. Aufgabe. Vier Quadratzahlen zu finden, deren 
Summe, wenn man sie um die Summe ilirer Seiten 
vermindert, gleich einer gegebenen Zahl wird. 

AnflÖanng. Die gegebene Zahl sei 4, Nnn sollen , das 
erste Quadrat, vermindert um seine Seite, das zweite Quadrat, 
vermindert um seine Seite, und ebenso das dritte und vierte 
Quadrat, jedes vermindert um seine Seite, zusammen 4 geben. 
Es wird aber jede Quadratzahl, wenn man sie um ihre Seite 
verringert und um ein Viertel vergröfsert, zu einem neuen 
Quadrat, dessen Seite um -^ vergröfsert werden muis, um der 
Seite des anfänglichen Quadrats gleich zu werden. Daher 
werden auch die vier Quadrate, wenn sie um die Summe ihrer 
Seiten verringert und um 4 Viertel, d, i. 1, vermehrt werden, 
vier neue Quadrate bilden. Wird aber die Summe der vier 
Quadrate um die Summe der Seiten vermindert, so erhält 
man 4, und wenn 1 dazu gezählt wird, so giebt das 5. 

Es kommt also darauf an, die Zähl 5 in vier Quadrate 
zu teilen. Vermehre ich dann die Seite jedes dieser Quadrate 
um g-, 80 erhalte ich die Seiten der - gesuchten Quadrat^e. 
5 zerfällt aber in die vier Quadrate 



Die Seiten dieser Quadrate sind 



Addiere ich zu jeder dieser Seiten -g , so erhalte ich die Seiten 



10' 10' 10' 10' 

weitern." Das hier vei'sprechene Wert Fermats ist leider nicht 
erschienen. Den Satz hat, soweit es sieb um die hier allein in 
Betracht kommende Zerf^llnng der Zahlen in Quadrate handelt, 
erst Lagrange (Nouv. M6moires de I'Acad. de Berlin, 1770) he- 
wiesen. Vergl. auch Legendre, thtorie des nombres, 3. edition, 
1. p. 218ff. Ich lasse Lagrange's Beweis im Anhange in mög- 
lichst einfacher Darstellung folgen. 

11' 
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und daher werden die gesuchten Quadrate selbst 
121 169 441 389 
100' 100' 100' 100 

sein*}. 

33. Aufgabe- Die ^ahl 1 in zwei Zahlen von der 
Beschaffenheit zu teilen, dafs, wenn man zu jeder 
derselben eine gegebene Zahl addiert und die so 
erhaltenen Zahlen multipliziert, das Produkt ein 
Quadrat wird. 

Anflösang. Man soll die Zahl 1 in zwei Zahlen teilen 
und zu der einen 3, zur andern 5 addieren; das Frodabt der 
30 gebildeten Zahlen soll ein Quadrat werden. Setzen wir 
die erste Zahl gleich x, so wird die zweite 1 — x sein. Wird 
zur ersten Zahl 3 addiert, so erhält man x -{- 3, und wenn 
die zweite Zahl um 5 vermehrt wird, so wird sie 6 — x. Das 
Produkt der beiden neuen Zahlen wird also 83; + 18 — a^, 
nnd das soll zu einem Quadrat gemacht werden. Dies Qua- 
drat sei ia^. Wird dann die abzuziehende Zahl beiderseits 
addiert, so erhält man 

3a; + 18 = 5a:», 
und diese Gleichung liefert keinen rationalen Wert von x. 

Nun ist [der Koeffizient von] bx^ dadurch entstanden, dafs 
wir eine Quadratzafal um 1 vermehrt baben; wird diese Zabl 
5 mit 18 multipliziert und zum Produkt das Quadrat der 
Hälfte des Koeffizienten 3 von x, d. i. 3^/ addiert, so soll 
das ein Quadrat geben**). Es kommt somit darauf an, statt 

*) Ist wieder a die gegebene Zahl und 

o+l-J-' + «■ + -■• + «■. 

so wird 

. = [(,+ .)' + (, + i)- + (. + i)' + (» + i)'] 

_^^^ -[(, + A) + (, + i) + (, + i) + (, + D] 

**) Diophant hat folgende Löaung der Gleichung 
6*»= 3« + 18 
im Auge: 
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4 eine andere Quadratzahl zu suchen, die ao bescliaffeii ist, 
daTs eich ein Quadrat ergiebt, wenn ich zu derselben 1 addiere, 
die Summe mit 18 multipliziere und aum Produkt 2-^ addiere. 

Es sei 3? diese gesuchte Quadratzahl. Wird dieselbe um 
1. Tennehrt, die erhaltene Summe mit 18 multipliziert und 
zum Produkt 2-^ addiert, so erhält man 18»» + 20^- Das 
soll gleich einem Quadrat sein. Ich nehme alles 4 mal; dann 
soll 72a^ + 81 zu einem Quadrat gemacht werden. Als Seite 
dieses Quadrats nehme ich Sa: + 9 an; aus 
12a? + 81 = (8a: + 9)» 
einlebt sich dann x = 18. Das gesuchte Quadrat wird also 
324 sein. 

Jetzt gehe ich zu der ursprttnglich hergeleiteten Gleichung 
zurück. Es soll ix-\-\% — x^ zu einem Quadrat gemacht werden. 
Als dieses Quadrat nehme ich nun 324a;» an, und dann wird 



Folglich wird die erste Zahl ^ , die zweite -^ sein*). 



25a;*— lbx=^ 90, 
(5^.7 -3(5a;) + (!)' = 90 + a{, 
u. s. w. 
*) Sind die gegebeneu Zahlen a, b^ so soll 

HQ einem Quadrat gemacht wei'den. Wird 

{« + a) (1 - « + 6) - -J' (1 - I + 6)' 

angenommen, so ergiebt sich 

„■(l + t)-»'» «■(l+al-.. 't 

' SMT;? — • i-»'- „. + „. . 

WO m, n nur den beiden Bedingungen 

«»»(1 + 6) > «*a, "'(1 + fl) > »»»fe 
unterworfen sind. Für o •= 3, 6 ■= 5 ist z. B. 
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84. Atifgabe. [Vieta, Zet. V, 13.] Die Zahl 1 in zwei 
Zahlen von der Beschaffenheit zu teilen, dafe, wenn 
man zu jeder detselben eine gegebene Zahl addiert 
und die so erhaltenen Zahlen multipliziert, das Pro- 
dukt ein Quadrat sei, [Andere Auflösung.] 

Auflösung. Es soll wieder die Zahl 1 iu zwei Zahlen 
geteilt werden, die so beschaffen sind, dafe, wenn die eine um 
3, die andere nm 5 vermehrt wird, das Produkt heider ein 
Quadrat giebt. 

Wir setzen die erete Zahl, welche um 3 Tergröfsert wer- 
den soll, gleich X — 3, so bleibt für die zweite noch 4 — x. 
Wenn ich nun 3 zur ersten Zahl addiere, so erhatte ich x, 
und wenn die zweite um 5 vergrijfeert wird, so giebt das 
9 — X. Das Produkt dieser beiden Zahlen ist 9x — x^, und 
das soll gleich einem Quadrat sein. 

Dieses Quadrat sei Ax^, eo ergiebt sich x^-^-- Für 
diesen Wert von x kann ich aber von x nicht 3 subtrahieren; 
vielmehr mufs der Wert von x gröfser als 3 und kleiner als 

4 sein. 

Nun ist X dadurch gefunden worden, dafs wir 9 durch 

5 dividiert haben, und letztere Zahl ist ein um 1 vergröfsertes 
Quadrat Wenn aber 9, durch eine um 1 vermehrte Quadrat- 
zahl dividiert, eine Zahl giebt, die gröfser als 3 ist, so muTa 
jener Divisor kleiner als 3 sein. Der Divisor von 9 ist aber 
eine um 1 vermehrte Quadratzahl; es ist also die Summe dieser 
Quadratzahl und der Zahl 1 kleiner als 3, und, wenn man 1 
subtrahiert, so ergiebt sich, dafs die Quadratzahl kleiner als 
2 sein mufs. 

Weiter wollen wir, dafs die Division von 9 durch die 
um 1 vergröfserte Quadratzahl eine Zahl gebe, die kleiner als 
4 sei. Folglich mufs der Divisor gröfser als 2-j- sein. Dieser 

^ 6i»* — 3n^ _ _ 4to' — Sin' 

'ise Ausdrücke geben Diophants Lösung der vorliegenden 
'ür m = 3, n — = 4, diejenige der folgenden Aufgabe für 
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Divisor von 9 ist aber eine um .1 veruLehrte Qaadratzahl ; 
die Summe dieser Quadratzahl und der Zahl 1 ist folglich grölber 
als 2^, und wenn wir 1 subtrahieren, so ergiebt sich, dafs 
die Quadratzabl gröfser als 1^ sein mufs. Eb ist aber schon 
gezeigt worden, dafs dieselbe Quadratzahl kleiner als 2 sein 
murs. Ich habe also nur irgend ein Quadrut zu suchen, das 
gröfser als 1~ und kleiner als 2 ist. Verwandle ich diese 
Zahlen in Brüche, welche eine Quadratzahl, z. B. 64, zum 
Nenner haben, so werden dieselben -^ und — ; dann ist aber 
die Aufgabe leicht, und das verlangte Quadrat ist -^ = t^- 
Jetzt gehe ich zu der ursprünglich gestellten Aufgabe 
zurück. Es sollte 9x — a? zu einem Quadrat gemacht werden. 
Ich f>etze den Ausdruck gleich dem gefundenen Quadrat — x'; 

dann ergiebt sich 

144 

X = — - 
Die erste Zahl wird also 77, die zweite 77 sein. 



8B. Aufgabe. Eine gegebene Zahl in drei Zahlen 
von der Beschaffenheit zu teilen, dafs das Produkt 
der ersten und zweiten Zahl sowohl bei Addition, als 
auch bei Subtraktion der dritten Zahl ein Quadrat 
werde, 

Anflösimg. Die gegibene Zahl sei 6. Wir -setzen die 
dritte Zahl gleich x, die zweite gleich irgend einer be- 
stimmten Zahl, die kleiner als 6 ist, etwa gleich 2. Dann 
wird die erste 4 — x sein. Es sind nun noch die beiden 
Forderungen zu erfüllen, dafs das Produkt aus der ersten und 
zweiten Zahl, sowohl wenn es um die dritte Zahl vermehrt, 
als auch wenn es um dieselbe vermindert wird, ein Quadrat 
bilde. Es entsteht also eine doppelte Gleicbui^, indem so- 
wohl S — a:, 'als auch 8 — Zx zu einem Quadrat gemacht 
werden mufs. Diese doppelte Gleichung ist aber nicht lösbar, 
da sich die Koeffizienten von x nicht wie zwei Qnadratzahlen 
zu einander verhalten. 
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Es ist aber der Koeffizient tou x um 1 kleiner als 2 und 
derjenige von 3x um 1 grSfser aU 2. Ich bin also dazu 
gebracht, anstatt [der willkarlich angenommeneD Zahl] 2 eine 
Zahl zu suchen, die so beschaffen ist, dafs eine um 1 gröfsere 
und eine um 1 kleinere Zahl sich zu einander wie zwei Qna- 
dratzahlen verhalten. 

Es sei X diese gesuchte Zahl; die um 1 gr&fsere Zahl ist 
a; + 1) die um 1 kleinere Zahl x — 1. Diese beiden Zahlen 
sollen sich wie zwei Quadratzahlen, etwa wie 4 zu 1 verhalten. 
Da man nun, wenn man x — 1 mit 4 multipliziert, ^x — 4, 
und wenn man x -\- \. mit 1 multipliziert, a; + 1 erhält, so 
muTs, damit die genommenen Zahlen sich w;je die beiden Qua- 
dratzahlen verhalten, 

4» — 4 =» a: + 1 
sein, und daraus ergiebt sich 

6 

Ich setze demgemäfs die zweite Zahl gleich -^, und da die 
dritte X ist, ao wird die erste ~ — x sein. 

Nun sind die Forderungen zu erfällen, daTs das Produkt 
aus der ersten und zweiten Zahl bei Addition der dritten ein 
Quadrat bilde und bei Subtraktion der dritten Zahl ebenfalls 
ein Quadrat werde. Wenn man aber die erste und zweite 
Zahl multipliziert und zum Produkt die dritte Zahl addiert, 

so erhält man ^ -ä^\ das soll ein Quadrat sein. Wird die 

dritte Zahl von dem Produkte subtrahiert, so bleibt — ~x, 

und das soll ebenfalls ein Quadrat sein. Multiplizieren wir 
die Ausdrücke mit 9, so werden dieselben 65 — 6a: und 
65 — 24a:, und auch jeder dieser Ausdrücke muTs gleich einem 
Quadrat sein. Ich mache nun die Koeffizienten von x in beiden 
Auedrücken gleich, indem ich den eineu mit 4 multipliziere; 
es mufs dann jeder der Ausdrücke 260 — 24a; und 65 — 24a: 
zu einem Quadrat gemacht werden. 

Ich nehme demnach die Differenz der beiden Ausdrücke, 
d. i. 195, und wähle zwei Zahlen, deren Produkt 195 ist; es 



:dbvGoogrc 



sind dies 15 und 13. Multipliziere ich hub die halbe Diffe- 
renz dieser beiden Zahlen mit sich selbst und setze das Pro- 
dukt gleich dem kleineren Ausdruck, so erhalte ich 



Die erste Zahl wird also ^ , die zweite ^ , die dritte -; 
und diese Werte genügen offenbar der Aufgabe*). 



36. Aufgabe. Zwei Zahlen von der Beschaffenheit 
zu finden, daTs, wenn jede nm denselben Brachteil 
der andern vermehrt worden ist, sie zu dem Reste 
der andern in einem gegebenen Verhältnis stehe. 

AnflÖBung. Es wird verlangt, dafs die erste Zahl, nach- 
dem sie um einen bestimmten Bruchteil der zweiten vermehrt 
worden ist, das Dreifache des Bestes der zweiten, und dafs 
die zweite Zahl, nachdem sie um eben denselben Bruchteil 

*) Fermat bemerkt: „Leichter wird die LSsang a<if 
folgende Weise: Die gegebene Zahl 6 werde in zwei 
gan£ beliebige Teile, etwa 5 and 1, zerlegt. Darauf 
bilde man das Produkt dieser Teile, subtrahiere von 
demselben 1 und dividiere den Best i durch die ge- 
gebene Zahl 6. Den Quotienten — subtrahiere man so- 
wohl von 5, als auch von 1, so werden die beiden Reste 
-g- nnd -g die beiden ersten Teile der zu zerlegenden Zahl 
aeiu; der dritte Teil wird somit — betragen." 

Fermat setst also, wenn die gegebene Zahl a iat, 

«-« + <»-») 

und nimmt dann 

-1 _ (. -ly + i 



11 = 


■ a — X 


_! 


an, »0 dafs 


sich 




m = 

ergiebt 


8(aiE- 


-X' 
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der ersten vermehrt worden ist, das Fünffache des Restes der 
ersten sei. 

Wir setzen die zweite Zahl gleich x -\- 1; der Teil aber, 
den dieselbe an die erate abgeben soll, sei gleich 1. Bann 
wird die erste 3x — 1 sein, da bei dieser Annahme die erste 
Zahl, wenn sie um einen Teil der zweiten, der gleich 1 ist, 
Termehrt wird, das Dreifache des Restes der zweiten wird. 

Wir wollen nun noch, dafs die zweite Zahl, wenn sie um 
eben denselben Bruchteil der ersten vermehrt wird, das Fünf- 
fache des Restes der ersten sei. Da nun die beiden Zahlen 
zusammen 4:X sind, da ferner die zweite Zahl das erhält, was 
die erste abgiebt, und dadurch das Fünffache des Restes der 
ersten wird, so mufs auch die vergrÖfserte zweite Zahl und 
der Rest der ersten zusammen 4x geben, und wir werden 
diesen Rest der ersten dadurch erhalten, dafs wir den sechsten 
Teil von 4a;, d.i. ^Ä, nehmen. Wenn wir also ^a; von 3x — 1 
subtrahieren, so werden wir den von der ersten Zahl abge- 
gebenen Betrag erhalten. Bei dieser Subtraktion bleibt aber 
— a;— 1. Dies ist also der Teil, den die erste hergiebt. Wird 
dies nämlich von der ersten Zahl subtrahiert und zur zweiten 
addiert, so wird die zweite Zahl 5 mal so grofs sein wie der 
Rest der ersten. 

Es erübrigt noch zu untersuchen, ob 1 derselbe Bruch- 
teil von a; "l" 1, wie -rx — 1 von 3a; — 1 ist [ob 

(«+l);l-(3«-l):('f-l) 
ist]. Wenn man das untersuchen will, mufs man sehen, ob 
das Produkt aus -^x — 1 und a: + 1 gleich demjenigen von 
3a; — 1 und 1 ist, d. h. man mufs jede der beiden Zahlen 
mit dem von der andern abgegebenen Betrage multiplizieren 
und die Produkte gleich setzen. Man erhält 



und daraus folgt 
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Die erste Zabl wird alao y, die zweite y sein. Nun war 
aber der von der zweiten Zahl abgegebene Betrag gleich 1, 
und wenn wir seben, welcher Bruchteil der zweiten dies ist, 
so ergiebt sich ^ ■ Multipliziere ich beide Zahlen mit 7, so 
ergebt sich für die erste 8, für die zweite 13, und jede giebt 
an die andere z^ ihres Betrages ab. Da aber die erste Zahl 
sich nicht durch 12 teilen läfst, so multipliziere ich, um 
Brüche zu vermeiden, die Zahlen mit 3. Es wird dann die 
erste Zahl 24, die zweite 36 sein, der Bruchteil, d. i. t= der 
ersten wird 14, derselbe Bruchteil der zweiten 21 betragen, 
und dadurch ist der Aufgabe offenbar genügt*). 

37. Aufgabe. Zwei Zahlen in allgemeinen Aus- 
drücken zu finden, deren Produkt und Summe zueam- 
men gleich einer gegebenen Zahl sind**). 

*) Damit die erste Bedingung erfüllt sei, nehmen wir I^3x — k, 
II = a; + fe an; denn bei dieser Anuahue wird I das Dreifiiche von 
II, wenn I um K: vergröfsert, II um k verringert wii'd. Nun tat 
ft das , . fache von II. Wenn jetzt I das . . fache abgiebt, 

80 bleibt (3a: — Ä)(l — ^4:^) = ^^J^-, und wenn «, d. i. 
x-j-k, nm Tnr~ vermehrt wird, so ergiebt sich ^j_"T~' 

Es soll nun 

(x + e>k)x (Sx—k)x 

x + k ^ *■ x + k 
sein, und daraus folgt 



wo k unbestimmt bleibt. Somit ist 1 => y- , II = -i- , und 

der Bruchteil, den jede abgiebt, t^ ■ 

**) Nnr an sehr wenigen Stellen und auch da nur, um die 
Lösung anderer Aufgaben vorzubereiten, löst Biopbant Aufgaben 
aUgemein auf. Von den Gleichungen der Form ax ~\- hy ^ c, die 
in ganzen Zahlen x, y gelöst werden sollen, und die man diophantische 
nennt, kommt in seinem Werke nicht eine einzige vor. Die Lösung 
derselben ist in Europa erst von Sachet de Meziriac gefunden 
wordeb. 



:dbv Google 



172 IV. Buch. 

Anflösong. Die gegebene Zahl sei S. Wir setzen die 
erste Zahl gleich x, die zweite gleich 3. Dann ist das Pro- 
dukt und die Summe beider zusammen ix -\- 3. Wird dies 
gleich 8 gesetzt, so erhält man a; ie= — . £s wird also die 
erste Zahl -j, die zweite 3 sein. 

Nun überlege ich, wie der Wert -j von x entstanden 
ist. Offenbar indem ich 5 durch 4 dividiert habe. 5 ist aber 
die Differenz zwischen 8 und 3, und 4 ist um 1 gröfser als 
die zweite Zahl. Wenn ich also die zweite Zahl ganz be- 
liebig annehme, sie von 8 subtrahiere und den Rest durch 
eine Zahl dividiere, welche um 1 gr&fser als die zweite ist, so 
werde ich die erste Zahl erhalten. 

Es sei z, B. die zweite Zahl gleich x — l. Wird dies . 
von 8 subtrahiert, so bleibt 9 — x, und wenn man dies durch 
eine Zahl dividiert, die um 1 gröfser als die zweite ist, d. i. 

durch X, so erhält man ; dies wird die erste Zahl sein. 

Es ist also durch allgemeine Ausdrucke bewirkt, dafs das 
Produkt und die Summe der beiden Zahlen zusammen 8 geben. 
Denn eine Lösung in allgemeinen (unbestimmten) Ausdrücken 
ist eine solche, bei welcher der Unbekannten in den Aus- 
drücken für die gesuchten Zahlen jeder beliebige Wert bei- 
gelegt werden kann*), 



S8. Aofgabe. Drei Zahlen von der Beschaffenheit 
zu finden, dafs das Produkt je zweier derselben, wenn 
es um die Summe dieser beiden Zahlen vermehrt 
wird, einen gegebenen Wert annimmt. 

Es mufs aber jede der drei gegebenen Zahlen eine 
um 1 verringerte Quadratzahl sein. 



'*') Siad die gesuchten Zahlen x, y, bo e 
sein, und darana folgt 
während y unbestimmt bleibt. 
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AoflÖBODg. Eb werde verlangt, dafs das Produkt aus der 
ersten uod zweiten Zahl, wenn ee um die Summen dieser 
beiden Termehrt worden ist, S betrage; dafa das Produkt aus 
der zweiten und dritten Zahl durch Addition der Summe 
dieser beiden Zahlen gleich 15 werde; dafs endlich das Produkt 
aus der ersten uud dritten Zahl mit der Summe dieser beiden 
zusammen 24 ausmache. 

Das Prodokt aus der ersten und zweiten Zahl soll, wenn 
es um die Summe beider vermehrt wird, 8 geben. Wenn ich 
daher die zweite Zahl beliebig annehme, ihren Wert von 8 
subtrahiere und den Rest durch eine Zahl dividiere, die um 
1 gröfaer als die zweite Zahl ist, so werde ich die erste Zahl 
erhalten. Ich setze die zweite Zahl gleich x — \. Wird 
dies von 8 subtrahiert und der Rest durch eine Zahl dividiert, 

die um 1 grSfser als die zweite ist, so ergiebt sich 1, 

und das wird der Wert der ersten Zahl sein. 

Weiter soll ebenso das Produkt aus der zweiten und 
dritten Zahl, wenn es um die Summe beider vermehrt wird, 
15 geben. Wenn ich also x — 1 von 15 subtrahiere und den 
Rest durch eine Zahl, die um 1 gröfoer als die zweite ist, 
d.i. durch x, dividiere, so werde ich die dritte Zahl erhalten; 
diese wird daher gleich 1. 

Es erübrigt noch, dafs das Produkt aus der ersten und 
dritten Zahl, wenn es um die Summe dieser beiden vermehrt 
wird, 24 gebe. Dasselbe giebt aber — ^ — 1, Wird dies 
gleich 24 gesetzt; so ergiebt sich x = -r- Folglich wird dte 
erste Zahl ^5 , die zweite t-, die dritte -^ sein, und wenn alle 
Zahlen auf denselben Nenner gebracht werden, so ist die erste 
^, die zweite g, die dritte" ^•). 



*) Werden die gesuchten Zahlen X, y, z genannt, so a 

»» + (« + ») — « 

j« + (j + «) - i 

.,. + («+ »)-c 

I, und durch AnflosuDg dieser Gleichungen erhfilt man 
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S9. Aufgabe. Zwei Zahlen in allgemeinen Aas- 
drllcken za finden, deren Produkt, wenn es um die 
Summe beider vermindert wird, eine gegebene Zahl 
giebt. 

Auflösung. Die gegebene Zahl sei 8. Setzen wir die 
erste Zahl gleich x, die zweite gleich 3, so wird das Produkt 
der Zahlen, wenn man es um die Summe derselben vermin- 
dert, 2x — 3. Wird dieser Ausdruck gleich 8 gesetzt, so 
ergiebt sieh 

^ = 5} ■ 
Also wird die erste Zahl öj, die zweite 3 sein. 

Nun sehe ich wieder nach, woher der Wert x = b\ 
entstanden ist. Dadurch, dafs ich 11 durch 2 dividiert habe. 
11 ist aber die Summe der gegebenen und der zweiten Zahl, 
und der Koeffizient 2 in 2x ist um 1 kleiner als die zweite 
Zahl, Wenn wir also die zweite Zahl beliebig annehmen, 
sie zur gegebenen Zahl addieren und die erhaltene Summe 
durch eine Zahl dividieren, die um l kleiner als die zweite 
Zahl ist, so werden wir die erste Zahl erhalten. 

Es sei die zweite Zahl gleich x -\- X. Wird diea zu 8 
addiert, so ergiebt sich a; + 9. Dies wird durch eine Zahl 
dividiert, die um 1 kleiner als die zweite Zahl, also gleich x 
ist. Dann erhält man \ -\ Auf diese Weise ist die Auf- 
gabe in unbestimmten Ausdrücken gelöst; denn das Produkt 



,/{a + l)(c + i) 

■ K~ r+Y" ■" 



t + ]/i 



\a + 1)(6 + 1) 



g = — 1 + -[/ ('' + l)(e + l) . 



a + 1 

Jeder dieser Ausdrücke ist rational, wenn (a + l)(6 + l)(c + 1) 
eine Quaclrataabl ist; es braucht aber nicht, wie Diopbant voraus- 
setzt, jeder einzelne der drei Faktoren dieses Produkts eine Qua- 
dratzahl zu sein. 
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beider Zahlen giebt, wenn es um die Summe derselben ver- 
mindert wird, 8*). 



40. Aofgabe. Drei Zahlen von der Beschaffenheit 
zu finden, dafs das Produkt je zweier derselben, wenn 
es um die Snmme dieser beiden Zahlen vermindert 
wird, einen gegebenen Wert annehme. 

Es mufs aber jede der drei gegebenen Zahlen um 
1 kleiner als eine Qnadratzahl sein. 

Anflösimg. Es werde verlangt, dafs das Produkt aus der 
ersten und zweiten Zahl, wenn es um die Summe dieser beiden 
Zahlen vermindert wird, 8 gebe; dafs das Produkt aus der 
zweiten und dritten Zahl, wenn man es am die Summe dieser 
beiden Zahlen vermindert, gleich 15 werde; endlich dafs das 
Produkt aus der ersten und dritten Zahl, wenn man die 
Summe dieser beiden Zahlen davon subtrahiert, 24 werde. 

Ich will, dafs das Produkt aus der ersten und zweiten 
Zahl, wenn es um die Summe dieser beiden Zahlen vermindert 
wird, 8 gebe. Wenn ich also fDr die zweite Zahl einen be- 
liebigen Wert annehme, denselben zu 8 addiere und die 
erhaltene Summe durch eine Zahl dividiere, die um 1 kleiner 
als die zweite Zahl ist,- so werde ich nach der vorhergehen- 
den Hilfsaufgabe [IV, 39] die erste Zahl erhalten. 

Es sei :r -]- 1 die zweite Zahl; dies zu 8 addiert, giebt 
X -\- 9. Wird dies durch eine Zahl, die um 1 kleiner als die 
zweite ist, also durch x dividiert, so ergiebt sich 1 -|-— , 
und dies ist die erste Zahl. Ebenso erhält man für die 
dritte Zahl 1 -\- — , und damit sind zwei Forderungen der 
Aufgabe erfüllt. 



*) Die Gleichung 

xtf—(x + p) = a 
giebt 

y — 1 ' 

WO g unbestimmt bleibt. 
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ISon erübrigt noch, dafs das Produkt aus der ersten und 

dritten Zahl, wenn es um die Summe dieser beiden Zahlen 

vermindert wird, 24 gebe. Dasselbe wird aber — ^ — ^- Wenn 

man diesen Ausdruck gleich 24 setzt, so erhält man 

12 

57 17 92 

Die erste Zahl wird also rs , die zweite , die dritte — sein. 

Will man die Brüche gleichnamig machen, so mufs man alle 

auf den Nenner 60 bringen; die erste Zahl wird dann — , 

die zweite — — , dre dritte -Tq sem*). 



41. Aufgabe. Zwei Zahlen in allgemeinen Aus- 
drücken zu finden, deren Produkt und Summe in 
einem gegebenen Yerhältuisse zu einander stehen. 

AnflÖsang. Es werde verlangt, dafs das Produkt das 
Breifache der Summe der beiden Zahlen sei. Setzen wir die 
erste Zahl gleich x, die zweite gleich 5, so ist das Produkt 
beider 5x, und dies soll das Dreifache von x -i- 6 sein, so dafs 

33;+ 15 = 5a:, 
also 

x^7{ 

ist. Es wird somit die erste Zahl 7y, die zweite 5 sein. 

*) Die Gleichungen 

jry — (a + ff) = a 
Ve — (p -{• e)=^b 
a;« — (a: + e) — c 



l-4-l/'» 


+ 1)(« + 1) 


1+ y 


S + l 


1 4- l/<° 


+ !>(* + I) 


1+ y 


e + 1 


, , 1 /(» + »)<» + 1) 



B+ 1 

wonach wieder Diophauts Determination zu berichtigen 
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Sehen wir jetzt, wie der Wert a; = 7y cDtstanden ist. 
Offenbar dadurch, dafs wir 15 durch 3 dividierten. 15 ist 
aber das Produkt ans der zweiten Zahl und der gegebenen 
Yerhältniszshl, nnd 2 ist die Differenz zwischen der zweiten 
Zahl und der gegebenen Terbältniszahl, Wenn wir also die 
zweite Zahl beliebig annehmen, ihren Wert mit der Verhält- 
niszahl multiplizieren und das Produkt durch die Differenz 
zwischen der »weiten Zahl und der Verhältniszahl dividieren, 
so werden wir die erste Zahl erhalten. 

Es sei die zweite Zahl gleich x; wird dies mit der Yer- 
hältniszahl multipliziert, so erhält man 3^, nnd wenn man 
dies Produkt durch die Differenz zwischen der zweiten Zahl 
und der Verhältaiszahl, d. i. durch x — 3 dividiert, so erhält 
man _ ; das ist der Aasdruck für die erste Zahl*). 



43. Aufgabe. Drei Zahlen von solcher Beschaffen- 
heit zu finden, dafs das Produkt und die Summe je 
zweier derselben in einem gegebenen Verhältnisse zu 
einander stehen. 

AnflÖBong. Es werde verlangt, dafe das Produkt aus der 
ersten und zweiten Zahl das Dreifache der Summe dieser 
beiden, das Produkt aus der zweiten und dritten Zahl das 
Vierfache der Summe dieser beiden, endlich das Produkt aus 
der ersten und dritten Zahl das Fünffache des Summe dieser 
beiden Zahlen sei. 

Wird die zweite Zahl gleich x gesetzt, so ist nach der 
vorhergehenden Hilfaaufgabe die erste Zahl -— -; ■ Auf dieselbe 

Weise erhält man fflr die dritte Zahl — — ~ ■ 

o; — 4 

Es erübrigt noch, dals das Produkt aus der ersten und 



•) Aus der Annahme 

xy = m(x + 3/) 
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dritten Zahl das Füni^he der Summe dieser beiden Zahlen 
sei. Das Produkt aus der ersten und dritten Zahl ist aber 

t I .a _ 73. > i°'ä die Summe der ersten und dritten Zahl 
'^* -■ I 10 _ 7 ' Wenn man nämlich zwei Brüche, wie 

_ und _ addieren soll, so inultipli ziert man den Zahler 
eines jeden Bruches mit dem Nenner des andern, also Bx 
mit dem Nenner des zweiten Bruchs, d. i. a; — 4, und ebenso 
ix mit dem Nenner des ersten Bruchs, d.i. x — 3. Auf 
diese Weise bildet man den Zähler 7a:' — 24 ic der Summe 
der BrQche. Der Nenner derselben wird durch Multiplikation 
der Nenner der Brüche erhalten, welche a;* + 12 — Ix ergiebt. 
Wir haben aber als Produkt der ersten und dritten Zahl 

-. -, .„ ir- erhalten. Daher ist „ , ., =— das Fün^ache 

x' + 12 — 7x «' + 12 — Tx 

der Summe beider Zahlen. Wenn man aber diese Summe 

5 mal nimmt, so erhält man , . .„ =— • Das ist (rleich 

' a:' + 12 — 7 a; * 

-j -— ■ Wird Alles mit dem gemeinschaftlichen Nenner 

3^ + 12 — 7 a: multipliziert, so ei^ebt sich 

12a:* = 35a;*- 120a:, 

und daraus folgt 

120 

Nun war die erste Zahl 5, die zweite x, die dritte — i- 

Es ist aber x = -^ gefunden worden. Wenn wir diesen Wert 
in den Ausdruck für die erste Zahl einsetzen, so wird 3a: 
gleich -=^ sein, und es bleibt noch der Nenner zu berechnen. 
Für den Wert a: = -50- wird x — 3 gleich — ; es ergiebt sich 
also für die erste Zahl -gj-- Die zweite Zahl, deren Ausdruck 
kein x im Nenner hat, ist -^ ■ Die dritte Zahl wird ähn- 
lich wie die erste bestimmt. Für x •= s^ wird 4a: ^ ^^ j 
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und ebenso wird für a: = -g^- der Nenner s; — 4 •= ö- ; «8 er- 
giebt sich also für die dritte Zahl -^ , und diese Werte ge- 
nügen offenbar der Aufgabe*). 



43. Anigabe. Drei Zahlen von solcher Beschaffen- 
heit zu finden, dafs das Produkt je zweier derselben 
zur Summe aller drei Zahlen in einem gegebenen 
Verhältnisse stehe. 

AoflÖstulg. Es werde verlangt, dafs das Produkt aus der 
ersten und zweiten Zahl das Dreifache der Summe aller drei 
Zahlen sei; dafs das Produkt aus der zweiten und dritten Zahl 
das Vierfache dieser Snmme sei; dafs endlich das Produkt aus 
der dritten und erstan Zahl das Fünffache der Summe aller drei 
Zahlen sei. 

Es soll das Produkt je zweier Zahlen zur Summe der 
drei Zahlen in einem gegebenen Verhältnisse stehen. Daher 
nehme ich zumichst eine Zahl ganz willkürlich an und. suche 
drei Zahlen von der Beschaffenheit, dafs das Produkt je zweier 
der letzteren zur willkürlich angenommenen Zahl in dem ge- 
gebenen Verhältnisse stehe. Die willkürlich angenommene 
Zahl sei 5. Da nun das Produkt aus der ersten und zweiten 
Zahl das Dreifache der willkürlich angenommenen Zahl, d. i. 



*) Es soll allgemein 

i,n = *(i + n), ii.iii = »»(ii-fm), i.iti = n(i + iii) 

sein. Wird II ^ a; gesetzt, so mufs I ^ _ . , IH ^ — ^^^ 

sein, raid die letzte der drei Bedingungen I.III = M(I-|-niJ, d. i. 

kx mx r km . mx 1 



-Am + An + mit' 
80 dalj sich 

ikmn atntn 

— kn -\- km -j- fan ' — km -|- An 4 

m- '-i!^ 

— mn 4- km -j- An 

ergiebt. 
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5, iat, 80 wird das Produkt aus der ersten und zweiten Zahl 
15 sein. Setzen wir also die zweite Zahl gleich Xy so wird 
die erste — betragen. Da weiter das Produkt aus der zwei- 
ten und dritten Zahl das Vierfache von 5 ist, so ist das 
Produkt aus der zweiten und dritten Zahl gleich 20; es ist 
aber die zweite Zahl gleich a:; folglich wird die dritte 

20 

- sein. 

Es erübrigt noch, dafs das Produkt aus der ersten nnd 
dritten Zahl, d. j, -^ , das Fünffache von 5 sei; dies giebt 

300 = 25 a;*, 
und wenn sich diese beiden Äusdrficke wie zwei Quadratzahlen 
zu einander verhielten, ao wäre die Aufgabe gelöst. 

Die Zahl 300 ist durch Multiplikation von 15 mit 20 
entstanden. 15 ist aber das Dreifache von 5, und 20 ist das 
Vierfache von 5. Wir wollen nnn, dafs das Dreifache von 5, 
wenn es mit dem Vierfachen von 5 multipliziert wird, eine 
Zahl giebt, die eich zum Fünffachen von 5 verhalte, wie eine 
Quadratzahl zu einer andern Quadratzahl. Die Zahl 5 ist 
dabei willkürlich angenommen. Ich bin also dazu geführt, 
eine Zahl von der Beschaffenheit zu suchen, dafs das Drei- 
iacbe derselben, multipliziert mit ihrem Vierfachen, ein Pro- 
dukt giebt, welches sich zum Fünffachen derselben Zahl vrie 
ein Quadrat zu einem andern Quadrat verhält. 

Diese gesuchte Zahl sei ä. Multipliziert man das Drei- 
fache mit dem Vierfachen derselben, so erhalt man 12z^. 
Dies soll sich zum Fünffachen von x wie eine Quadratzahl 
zu einer andern Quadratzahl verhalten. Es sollen sich also 
\l!^ und h% wie zwei Quadratzahleu verhalten. Es wird folglich 
das Produkt beider Zahlen selbst ein Quadrat sein müssen, 
oder COfc" mui's gleich einer Quadratzabl sein. Diese sei 
900a;*, so ergiebt sieh x = 15. Die gesuchte Zahl wird also 
15 sein. 

Ich nehme daher 15 statt der willkOrlichen Zahl. Dann 
wird das Produkt ans der ersten nnd zweiten Zahl 46 sein, 
nnd da die zweite x sein soll, so wird die erste - sein. 
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Ebenso ergiebt sich fQr die dritte Zahl — ■ Es erQbrigt noch, dafs 
das Produkt aus der ersten und dritten Zahl, d. i. — p, das 

Fünffache von 15, also 

. mo _ ,j 

sei; daraus folgt 

x = G. 

Es wird somit die erste Zahl 7^, die zweite 6, die dritte 10 
sein. Wäre nan die Summe dieser drei Zahlen gleich 15, so 
wäre die Aufgabe gelöst. 

Ich setze jetzt die Summe der drei Zahlen gleitli loa:*, 
die Zahlen selbst aber gleich x mit den gefundenen Werten 
als Koeffizienten, nämlich die erste gleich T-^x, die zweite 
gleich 6x, die dritte gleich 10a:; dann ist noch zu bewirken, 
dafs die, Summe der Zahlen 15x^ sei. Diese Summe ist aber 
23y X. Also ist 

23-i-a;= löa;^ 
und daraus folgt 



*) Wenn man die gestiebten Zahlen mit x, y, s, ihre Summe 
(vorläufig) mit B bezeichnet, so soll 

xy = ks, ye = ms, xe ■= «s 
sein. Darana folgt 

»_)/f, s-j/^f-, «-}/^i 

also kt 

■ 1 j ■ ./"flA""» I lAtnn , 1 Amn 1 

« + » + «, dl- »—K» [|'Tr+ V „,' + K «• J' 
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44. Aufigabe. Drei Zahleuvon solcher Beschaffen- 
heit zu finden, dafs die Summe derselben, wenn sie 
mit der ersten Zahl multipliziert' wird, eine drei- 
eckige Zahl giebt; wenn sie mit der zweiten multip- 
liziert wird, eine Quadratzahl; wenn sie mit der 
dritten multipliziert wird, einen Eubus. 

AnflÖBimg. Wir setzen die Summe der drei Zahlen gleich 
a>*,*) die erste Zahl gleich einem quadratischen Bruch mit 
einer dreieckigen Zahl als Zähler, etwa gleich -i, die zweite 
Zahl gleich einem quadratischen Bruch mit einer Quadratzahl 
als Zähler, etwa gleich -3 , endlich die dritte Zahl gleich 
einem quadratischen Bruch mit einer Kubikzahl als Zähler, 
etwa gleich -,- ■ Wird dann x* mit der ersten Zahl multi- 
pliziert, so giebt das 6, also eine dreieckige Zahl; wird j^ mit 
der zweiten Zahl multipliziert, so erhält man 4, also ein 
Quadrat, und wird a^ mit der dritten Zahl multipliziert, so 
erhält man 8, also einen Kubus. 

Es erfihrigt noch, dafs die Summe der Za:hlen gleich a? 
sei. Diese Summe ist aber -^ ■ Das soll gleich a^ sein. Wird 
alles mit x* multipliziert, so ergiebt sich x* °=- 18. Es mOfste 
also 18 ein Bjquadrat sein. 18 ist aber die Summe einer 
dreieckigen Zahl, eines Quadrats und eines Kubus. Es kommt 
also darauf an, ein Quadrat zu suchen, dessen Seite eine Qua- 
dratzahl ist, und dasselbe in eine dreieckige Zahl, ein Quadrat 
und einen Enbus zu zerfallen. 

Dieses Biquadrat sei 3;*, das Quadrat aber a;' + 1 — 2x''. 



Es ergiebt sich also 

'-'"(i + s + 1). "-"-(i + i + D- 

*) Die Bedingung, da(ä die Summe eine Qiiadratzahl sein 
solle, ist in der Aufgabe nicht ausgesprochen und erschwert die 
Lösung. 
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Wenn mau nun a;* + 1 — 23? von a^ subtrahiert, ao bleibt 
2a? — 1, nnd dieser Aasdrnok soll wiederum in einen Kubas 
'imd eine dreieckige Zahl zerlegt werden. Der Eubna sei 8; 
dann bleibt fSr die dreieck^e Zahl 23? — 9. Kun giebt jede 
dreieckige Zahl, wenn man sie mit 8 multipliziert und das 
Produkt um 1 vermehrt, ein Quadrat. Folglich mufs 16a;* — 71 
gleich einem Quadrat sein. Setze ich diesen Ausdruck gleich 
dem Quadrat über 4a: — 1, so erhalte ich 

a; = 9. 
Somit wird die dreieckige Zahl 153, das Quadrat 6400, der 
Kubus 8 sein. 

Jetzt gebe ich zu der ureprilnglich gestellten Aufgabe zu- 
rQck und setze das Quadrat, welches gleich der Summe der 
drei Zahlen sein soll, gleich ic*, die erste Zahl gleich — ^, 
damit durch Multiplikation mit der Summe eine dreieckige 
Zahl entstehe. Die zweite Zahl setze ich gleich ~^, damit 
durch Multiplikation mit der Summe ein Quadrat entstehe; 
die dritte Zahl endlich setze ich gleich -j, damit sie, wenn 
sie mit der Summe multipliziert wird, einen Kubus gebe. 
Wenn ich jetzt jede der drei Zahlen mit a? multipliziere, so 
wird die erste Zahl zu einer dreieckigen Zahl, die zweite zu 
einem Quadrat, die dritte zu einem Kubus. Es müssen nun 
noch alle drei Zahlen zusammen gleich a? sein. Es ist also 
ihre Summe 

6661 , 

Wird alles mit x* multipliziert, so erhält man 

a^ = 6561 
und daraus 



Polglich wird die erste Zahl -^, die zweite -^- , die dritte 
^ sein, und diese Werte gentigen offenbar der Aufgabe*). 



*) Es soll oben 2x* — 1 in einen Enbus und eine Dreieck- 
zahl zerl^ werden. Wird der Kubus gleich a" gesetzt, so soll 
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4B. Aufgabe. Drei Zahlen von der Beschaffenlieit 
zu finden, dafs die Differenz zwieclien der gr&fsten 
und der mittleren zur Differenz zwisclien der mitt- 
leren und der kleinsten Zalil in einem gegebenen 

2ir* — a' — 1 eine Dreieckzahl, also, nach dem angewandten 
Satze, 16 K* — 8a' — 7 ein Quadrat sein. Da eine Dreieck- 
zahl kein Bruch sein kann, so hat man die Seite dieses. Quadrats 
ao zu <^ähleD, dals man für x eine ganze Zahl erbSlt. Das wird 
immer durch die Annahme 

16x* — 8a' — 7 = (4x — if 
erreicht, denn diese liefert x ^ o? -\- \. Baohet meint nun, dafs 
die Seite des gesuchten Quadrats ttherhaupt kaum eine andere 
Form haben könne; davon habe er sich durch den Versuch über- 
zeugt. Hierauf erwidert Fermat: „Der von Bachet ange- 
stellte Versuch ist nicht genau genug. Wenn man eine 
beliebige Kubikzahl, z B. eine solche, deren Seite von 
der Form 3« -f- 1, etwa 7 ist, benutzt, so hat man 
2icä — 344 in eine Dreieckzahl, also 16ic*— 2751 in ein 
Quadrat zu verwandeln, und als Seite dieses Quadrats 
kann man etwa 4x — 3 nehmen. Auch hindert nichts, 
statt 3 jede beliebige andere ungerade Zahl zu gebrau- 
chen, wenn andere und andere Eubikzahlen genommen 
werden." 

Werden übrigens die Zahlen mit x, p, z bezeichnet und die 
Summe derselben, die keine Quadratzahl zu sein braucht, gleich s 
gesetzt, so soll 



> + 1)'; 



(1) 

(2) 
(3) 

sein. Aus 

also ist, T 


(1) folgt 
8:cs + 1 = 4m' + 4m -{- t = (2i 
renn 2»» + 1 ™ « gesetzt wird, 


und somit 


^ + ^' + ? = '. 



oder für « ^ 4* + 1 
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yerhSttnisBe stete, nnd dafs zugleich die Summe je 
zweier dieser Zahlen ein Quadrat sei 

AnflÖBlulg. Es werde verlangt, dafs die Differenz zwischen 
der gröfsteu und der mittleren Zahl das Dreifache der Differenz 
zwischen der mittleren und der kleinsten Zahl sei. 

Weiter soll die Summe der mittleren und der kleinsten 
Zahl ein Quadrat geben^ dieses Quadrat sei 4; dann ist also 
die mittlere Zahl gröfser als 2; dieselbe sei x -\- 2, so wird 
die' kleinste Zahl 2 — x sein. Nud soll die Differenz zwischen 
der gröfsten und der mittleren Zahl dreimal so grofs sein, 
wie die Differenz zwischen der mittleren und der kleinsten. 
Die Differenz zwischen der mittleren und der kleinsten Zahl 
ist aber 2x, die Differenz zwischen der grsrstbn und der 
mittleren wird folglich Qx sein, und daher wird die grölste 
Zahl Ix •}- 2 betragen. 

Es sind jetzt noch zwei Forderuugen zu erfüllen, nämlich 
dafs die Summe der gröfsten und der mittleren Zahl ein 
Quadrat sei, und dals ebenso die gröfste und die kleinste Zahl 
zusammen ein Quadrat geben. Es entsteht also eine doppelte 
Gleichung; es mufs nämlich sowohl 8x -|- 4, als auch 6;r -{- 4 
ein Quadrat sein. Da die von x nnabhängigen Glieder beider 
Ausdrucke Qaadratzahlen sind, so ist die Gleichung leicht 
zu lösen. 

Ich wähle zwei Zahlen, deren Produkt 2x ist; denn so 
ist, wie wir wissen, mit der doppelten Gleichung zu verfahren. 
Diese Zahlen seien y» und 4; dann ergiebt sich x = 112. 
Wenn ich nun aber diesen Wert in die AusdrOeke fSr die 
gesuchten Zahlen einzusetzen versuche, so ergiebt s^ch, dafs 
es unmöglich ist, den Wert von x, d. i. 112, von 2 zu sub- 
trahieren. Ich will daher einen Wert von x ermitteln, der 
kleiner als 2 ist. Für einen solchen Wert wird Qx -{- ^ 



(s+y)(s-i>) = 2i» + ft + 9>. 

Hierin sind k, q vSllig willkürlich [allerdings mufa k eine ganze 
Zahl sein], xmA jede Zerlegung von 2Ä* + it + ^ in zwei Fak- 
toren giebt ein Paar zusammengehöriger Werte von s tmd p. 
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bleiner als 16 sein. Wenn nämlich in 6a; der Wert x = 2 
eingesetzt und darauf 4 addiert wird, so giebt das 16. 

Wenn ich nun jeden der Ausdrücke 8fl: + 4 und 6a;-|-4 
zu einem Quadrat mache, so sind, da auch 4 ein Quadrat ist, 
drei Quadrate da, nämlich 8« -p4, 6a; + 4 und 4, und die 
Differenz zwischen dem gröfiiten und dem mittleren ist der dritte 
Teil der Differenz zwischen dem mittleren und dem kleinsten*). 

Es kommt also darauf an, drei Quadrate von der Be- 
schaffenheit zu suchen, dafs die Differenz zwischen dem gröfeten 
und dem mittleren der dritte Teil der Differenz zwischen dem 
mittleren und dem kleinsten ist, und dafs dabei das kleinste 
4 beträgt, das mittlere aber kleiner als 16 ist. 

Wir setzen das kleinste Quadrat gleich 4, die Seite des 
mittleren aber gleich a; + 2, so wird dieses mittlere Quadrat 
selbst a;* + 4a; + 4 sein. Da nun die Differenz zwischen dem 
gröfsten und dem mittleren Quadrat der dritte Teil der Diffe- 
renz zwischen dem mittleren und dem kleinsten ist, und da 
die Differenz zwischen dem mittleren und dem kleinsten a;* + 4a; 
beträgt, also die Differenz zwischen dem gröfsten und dem mitt- 
leren -ai' + l^x sein wird, da ferner das mittlere Quadrat 
u? -j- 4x -\- 4 ist, 30 wird das gröfste gleich 

sein. Dieser Ausdruck soll ein Quadrat sein. Multipliziert 
man denselben mit 9, so ergiebt sich 12a;* -j- 48a; + 36, und 
das mufs auch ein Quadrat seiuj dann mufs aber auch der 
■vierte Teil, d. L 3a:* -f- 12a; + 9 ein Quadrat sein. 

Nun soll aber das mittlere Quadrat kleiner als 16, also 
seine Seite kleiner als 4 sein. Die Seite des mittleren Qua- 
drats ist aber a; + 2. Es ist also a; + 2 kleiner als 4, und 
wenn beiderseits 2 subtrahiert wird, so folgt, dafs x kleiner 
als 2 sein mufs. Ich will jetzt 3se? + 12a; + 9 in ein Qua- 
drat verwandeln. Zu diesem Zwecke bilde ich das Quadrat 



*) Wenn I — II = 3 (II — III) ist, so ist auch 
(I + II) - (I -f m) = i [(I + III) - (II + ni)] 
und umgekehrt. 
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Ober der Differenz von 3 und x mit einem beliebigen Koef- 
fizienten. Dann erhalte ich ala Wert von x das um 12 ver- 
mehrte Sechsfache dieses Koefüzienten, dividiert durch die 
Differenz zwischen dem Quadrat jener willkürlich gewählten 
Zahl und dem Koeffizienten 3 von x' in dem Ausdruck, wel- 
cher in ein Quadrat verwandelt werden soll*). 

Ich bin also dazu gefQhrt, eine Zahl von der Beschaffeu- 
heit zu suchen, dafs, wenn man sie mit 6 multipliziert, zum 
Produkt 12 addiert und die Summe durch die Differenz divi- 
diert, die erhalten wird, indem man das Qnadrat der Zahl 
um 3 vermindert, der entstandene Quotient kleiner als 2 sei. 

Es sei X diese gesuchte Zahl. Wird dieselbe mit 6 mul- 
tipliziert und zum Produkt 12 addiert, so giebt das dx-f* l^i 
das um 3 verminderte Quadrat der Zahl ist aber a? — 3. Ich 
will nun, dals, wenn 6x -j- 12 durch x^ — 3 dividiert wird, 
der Quotient kleiner als 2 sei. Wenn man aber 2 durch 1 
dividiert, so erhält man 2 zum Quotienten. Es soll also das 
Verhältnis von 6a: -^- 12 zu a;* — 3 kleiner sein, als das Ver- 
hältnis von 2 zu 1. Daher ist auch das Produkt der äuTseren 
Glieder nicht gleich demjenigen der inneren, nämlich das Pro- 
dukt aus Gx + 12 und 1 kleiner als das Produkt aus 2 und 
a^ — 3, d. h, es ist 

6a: +12 kleiner als 2a:^ — 6. 
Wird die abzuziehende Zahl beiderseits addiert, so folgt, dafs 

2a;* grörser als Qx + 18 
sein muis. 

Um jetzt eine Vergleichung anzustellen, multiplizieren 
wir den halben Koeffizienten von x mit sich selbst und 
erhalten 9; darauf multiplizieren wir 18 mit dem Koeffizienten 
2 von «* und erhalten 36. Wird dazu 9 addiert, so erhält 
man 45; die Seite des Quadrats, welches gleich 45 ist, ist 
nicht kleiner als 7 [d. h. liegt zwischen 6 und 7]. Zu 7 
addieren wir den halben Koeffizienten von x und dividieren 
die Summe durch den Koeffizienten von x*, so einlebt sich. 



*) Die Annahme Sx' + 12« -f 9 — (3 — hx)' Hefert 
6t + 12 
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dafs X nicht kleiner als 5 sein darf [zwischen 4 und 5 liegen 
mufs]*). Ich finde somit, dafe 3«* + 12» + 9 gleich dem 
Quadrat über der Seite ^ — bx za aetz«n ist, und aus 

33^ + 12a; + 9 - (3 — 5a;)* 
folgt 

42 21 

^ 32 11 ' 
Ich hatte aber die Seite des mittleren Quadrats gleich x-\-2 
gesetzt; die Seite dieses Quadrats wird also ^ii ^^^ Quadrat 
selbst somit -r^ sein. 

Jetzt gehe ich zu der ursprünglich gestellten Aufgabe 
über und setze das Quadrat 

Wird alles mit 121 multipliziert, so ergiebt sich 

1366 

^ — 726 ' 
was weniger als 2 ist. 

Diesen Wert setzen wir in die Ausdrücke für die ursprüng- 
lich gesuchten Zahlen ein. Wir hatten die mittlere Zahl gleich 
X -\- 2, die kleinste gleich 2 — x, die gröfste gleich 7a; -|- 2 
gesetzt. Es wird also die gröfste - , die zweite -^sg- , die 

dritte oder kleinste =^ sein. Da der Nenner 736 keine Qna- 
dratzabl ist, während ihr sechster Teil, d. i. 121, eine solche 
ist, so heben wir jede der drei Zahlen durch 6; es wird sich 
1834^ 469 -j- 

dann für die erste ttöj- , för die zweite -~^ , für die dritte 

Y^ ergeben. Will man Zahlen mit ganzen Zählern erhalten, 
d. h. den Bruch -^ fortscha£fen, so hat man alle Zahlen mit 
4 zu erweitem. £e ergiebt sich dann für die erste Zahl 
•) 2a;*>6x+ 18, (2^)* — 6(2«) > 36, 

(2a;)' — 6(2a!) + 9>45, 
'ix — 3 liegt zwischen den' ganzen Zahlen 6 und 7, 2x zwischen 
9 und 10, X zwischen 4 imd 5. 
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-T^- , flir die zweite -j^- , för die dritte --- , und diese Werte 

484 484 4H4' 

genügen offenbar der Aufgabe*). 



46. An^be. Drei Zahlen von der Beschaffenheit 
zu finden, dafs die Differenz zwischen dem Quadrat 
der gr&fsten und dem Quadrat der mittleren 2ahl 



*} Bacliet lehrt bei der Besprechung dieser Aufgabe sein 
Verfahren, AnedrUcke wie 

o. + S, ra+d, 

' in welchen a, c von einander verschieden sind und eich nicht nie 
zwei Quadratzablen zu einander verbalten, und in welchen auch 
b, d nngleich sind, ^u Quadraten zu machen. Er'bSlt die Auf- 
gabe aber nur in den beiden folgenden FSllen ftir möglich: 

1) Wenn die Differenz der beiden Ausdrücke, nachdem sie 
mit einer geeigneten Zahl multipliziert oder durch eine solche Zahl 
dividiert worden ist, um eine Qnadi-atzahl kleiner ist als der 
kleinere der beiden Ausdrucke. Das ist z. B. der Fall bei den 
Ausdrücken 3a; + 13, x -\- 1 . Die halbe Differenz beider ist 
nfimlicb um 4 kleiner als x -|- '^■ 

2) Wenn die Differenz beider Ausdrücke nach Multiplikation 
oder Division mit einer geeigneten Zahl gi'öfser als der kleinere 
Auedruck ist und zwar um eine Zahl, deren Verhältnis zu der als 
Multiplikator oder Divisor benutzten ein quadratisches ist. Das 
ist z. B. der Fall bei den Ausdrücken 6a; + 'ih, 2x -f- 3; die 
halbe Differenz derselben betrfigt 8 mehr als 2x •\- Z, und 
es ist 8 : 2 = 2*: 1^ 

Fermat bemerkt dazu: „Es sei aber aufgegeben, jeden 
der beiden Ausdrücke 2x -\- b, 6a; + 3 zu einem Quadrat 
zu machen. Die Quadratsahl, welcher man 2a;-|-5 gleich 
zu setzen hat, ist 16, und diejenige, welcher man 6x-|-3 
gleich zu setzen hat, ist 36; auch lassen sich noch un- 
endlich viele andere .Quadratzahlen bestimmen, welche 
gleichfalls der Aufgabe genügen. Es ist auch nicht 
schwierig, eine allgemeine Regel für die LCsung von 
Aufgaben dieser Art zu geben, so dafs jene Beschrän- 
kung Bachet's kaum eines solchen Mannes würdig istj 
denn was er für zwei Fälle gefunden hat, lafst sich sehr 
leicht auf anendlich viele andere, ja sogar auf alle über- 
haupt möglichen Ffille aasdehnen." 
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zur Differenz zwischen der mittleren und der klein- 
sten Zahl in einem gegebenen YerhSltnisse stehe, nnd 
dafe zugleich die Summe je zweier der Zahlen ein 
Quadrat gebe. 

AuflÖBimg. Die Differenz zwischen dem Quadrat der 
gröfsten und dem Quadrat der mittleren Zahl soll das Drei- 
fache der Differenz zwischen der mittleren und der kleinsten 
Zahl sein. Ferner sollen die gröfste und die mittlere Zahl 
zusammen ein Quadrat gehen; dies Quadrat sei 16^^; dann 
ist die gröfste Zahl gröfser als 8a^; dieselbe sei 8a:* + 2. 
Da nun die Summe der gröfsten und der mittleren Zahl 
gröfcer ist als die Summe der gröfsten and der kleinsten 
Zahl, und da die Summe der grörsten und der mittleren Zahl 
163^ ist, so mufs die Summe der gröfsten und der kleinsten 
Zahl kleiner als 16 x^, aber grö&er als 8a^ sein. Die Summe 
der gröfsten und kleinsten Zahl sei gleich 9a;'. Es ist aber 
die Summe der gröfsten und der mittleren Zahl 16a:* und die 
gröfste Zahl gleich 8x* -f* 2> ^^^o wird die mittlere Zahl gleich 
8a;* - 2 und die dritte Zahl a;* — 2 sein. 

Da ich nun will, dafs die Differenz zwischen dem Quadrat 
der gröfsten und dem Quadrat der mittleren Zahl das Drei- 
fache der Differenz zwischen der mittleren und der kleinsten 
Zahl sei, die Differenz zwischen dem Quadrat der gröisten und 
dem Quadrat der mittleren Zahl aber 64a;* beträgt, während 
die Differenz zwischen der mittleren und kleinsten Zahl 7a;* 
ist, so mufs 64a;* das Dreifache von Ix^ sein. Wenn ich aber 
7a;* mit 3 multipliziere, so giebt das 21a;*, und der Koeffizient 
64 von 64^ ist durch Multiplikation von 32 mit 2 entstanden. 

Es liegt mir also ob, eine Zahl zu suchen, welche mit 
32 multiplidert, 21 giebt. Es ist das ^ - Ich setze also die 
erste Zahl gleich 8a;* 4" i«) ^'® mittlere gleich 8a;* — „g, die 
dritte gleich a;* — tt • 

Dann bleibt noch eine Forderung zu erfüllen, dafs näm- 
lich die Summe, der mittleren nnd kleinsten Zahl ein Quadrat 
gebe. Die mittlere und die kleinste Zahl haben aber zur 
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Summe 9ic* — ^ ■ Setzen wir dieBen Ausdruck gleich dem 
Quadrat über der Seite 3a; — 6, so e^iefat sich 



*) Es sei b' eine Quadratzabl, die kleiner als ia^ und gröfser 
als 2 a' iet; ferner Bei k eine noch zu bestimmsude Zahl. Bann 
nimmt. Diopbant 

I = 2a''3;*4-*, II=2aV — *, lll-^(b' — 2a')a? — k 
an. Die Gleichung I* — U* =- 3 (II — m) Uefert ihm den Wert 

, 12a' — 86' 

* 8^*"' 

nnd es bleibt uar noch II + HI, d. i. b'a^ — 2ft in ein Quadrat 
zu vernaudelu. Da der EoefSzient von sc* eine Quadratzahl ist, 
ao macht: dies keine Schwierigkeit. 
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1. Aufgabe. Drei in geometrischer Proportion 
stehende Zahlen zu finden, von denen jede, wenn sie 
um eine gegebene Zahl Termindert wird, ein Quadrat 
giebt. 

Auflösung. Die gegebene Zahl eei 12. Es besteht aber 
eine geometrische Proportion, wenn das Produkt der beiden 
äurseren Zahlen ein Quadrat ist, dessen Seite die mittlere 
Zahl ist. 

Ich suche zuerst eine Qnadratzabl, welche ein Quadrat 
bleibt, wenn sie um 12 vermindert wird. Das ist leicht, und 
es ergiebt sich 42— Daher setze ich die eine der äufseren 
Zahlen gleich 42^, die andere gleich x^. Dann wird die 
mittlere Zahl ö-i-a: sein. 

Es erübrigt noch, dafs jede dieser beiden Zahlen, wenn 
sie um 12 vermindert wird, ein Quadrat giebt. Es muis also 
x^ — 12 gleich einem Quadrat sein, und ebenso mufs Gjx— 12 
ein Quadrat werden. Die Differenz dieser beiden Ausdrücke 
ist a^ — ~Bj X . Dieselbe ist das Produkt aus a^ in a: — 6 ^ ■ Wird 
die halbe Differenz dieser beiden Faktoren mit sich selbst 
multipliziert, so ergiebt sich -^, und wenn man diese Zahl 

gleich dem kleineren Ausdruck, d. i, gleich &\x — 12 setzt, 
so erhält man 
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Somit wird die erste Zahl 42-j-, die zweite --^- , 'Üe dritte 



a. Aufgabe. Drei Zahlen zu fiodeD, die in geome- 
tirischer Proportion stehen, und von denen jede, wenn 
sie um eine gegebene Zahl vermehrt wird, ein Qua- 
drat giebt. 



*} Igt a die gegebene Zahl, so folgt ans der Annahme 

x'+a = (x + }cy**), 
dafa a -t- A* 

sein mufs, wo !c unbestimmt bleibt. Setzen wir also mit Diopbant 

so Bind bereits die Forderungen 

1 . III ^ II*, l -\- a gleich einem Qoadrat f 

erfDllt, und eB ist nur noch jeder der beiden Ausdrücke 

Ci'>+», «■ + . 

zu einem Quadrat zu machen. Da die Differenz beider Ausdrucke 
ist, so haben ^ 



-^i— X = x[x =^— I 



\ ik ! 2k ^ 



I setzen und erhalten leicht 

_ a' + 18a£' + k^ 



8ft(o ± fc') ' 
so dare sich _ a-±i8af + it- 

ni = f^± .>«^+ilV 

*" ^ 8fc(a ± fc*) f 

ergiebt Diophants Lösung der ersten Aufgabe folgt hieraus für 
a = 12, k=l, die der zweiten für a = 20, * = 1. 

**) Daa obere Vorzeichen gilt fUr die erste, das untere für 
die zweite (folgende) Aufgabe. 
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AnflÖBiuig. Die gegebene Zahl sei 20. Ich suche nun 
wieder eine Quadratzahl, welche ein Quadrat bleibt, wenn sie 
um 20 vermehrt wird. Es ergiebt sich 16. Daher setze ich 
eine der beiden äufaeren Zahlen gleich 16, die andere gleich 
x^] dann wird die mittlere Zahl Ax aein, und nach dem in der 
vorhergehenden Aufgabe Bemerkten ist sowohl 4a: -|- 20, als 
auch a^ + 20 zu einem Quadrat zu macheu. 

Die Differenz dieser beiden Ausdrücke ist !^ — 4a;, und 
dieselbe ist das Produkt aus a: iu a; — 4, Wird die halbe 
Differenz dieser beiden Faktoren mit sich selbst multipliziert, 
so erhält man 4. Diese Zahl setzen wir gleich dem kleineren 
Ausdruck, nämlich gleich 4a: -|- 20. Das ist jedoch ungereimt, 
denn 4 darf nicht kleiner als 20 sein. 

Nun ist 4 der vierte Teil von 16; 16 ist aber keine 
willkürlich angenommene Zahl, sondern eine Quadratzahl, 
welche, wenn sie um 20 vermehrt wird, ein Quadrat bleibt. 
Es kommt also darauf an, ein Quadrat zu suchen, dessen vierter 
Teil gröfaer als 20 ist, und welches, wenn es um 20 vermehrt 
wird, ein Quadrat bleibt. 

Das gesuchte Quadrat mufs gröfser als SO sein. Es ist 
aber 81 ein Quadrat, welches gröfser als SO ist Daher setze 
ich die Seite des gesuchten Quadrats gleich a: + 9; das Qua- 
drat selbst wird dann x^ -\- 18a: + 81 sein, und dieser Ana- 
druck soll, wenn er um 20 vermehrt wird, ein Quadrat geben. 
Es ist also X* -f- 18a: -|- lOl zu einem Quadrat zu machen. 
Die Seite dieses Quadrats sei x — 11; dann wird das Quadrat 
selbst a:* + 121 — 22a: sein. Wird dies gleich x^ -|- 18a; -f 101 
gesetzt, so ergiebt sich x = — • Es war aber die Seite des 
gesuchten Quadrats a; -f 9; das Quadrat selbst wird daher 
90j sein. 

Jetzt gehe ich zur ursprQnglichen Aufgabe zurück und 
setze die erste der beiden äuTsereu Zahlen gleich 90^, die 
dritte Zahl gleich a:*. Dann wird die mittlere Zahl 9~ x sein, 
und ich habe sowohl x* + 20, als auch 9-5-3: -f- 20 zu einem 
Quadrat zu machen. Die Differenz beider Ausdrücke ist 
a:* — 9^^» ^""^ diese, Differenz ist gleich dem Produkt aus x 
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in X — 9y - Die halbe Differenz dieser beiden Faktoren, mit 
sich selbst multipliziert^ giebt -r— - Wird diese Zahl gleich 
dem kleineren Ausdruck, d. i. 9-i-a; + 20 gesetzt, so ei^ebt 
sich 41 

Folglich wird die erste Zahl 90^, die zweite ^g-, die dritte 

1681 

äsiöi ««"■ _^__ 

8. Aufgabe. Zu einer gegebenen Zahl drei Zahlen von 
der Beschaffenheit zu finden, dafs sowohl jede der- 
selben, als auch das Produkt je zweier derselben bei 
Addition der gegebenen Zahl zu eiuem Quadrat wird. 

Anflösong. Die gegebene Zahl sei 5. In den Porismen*) 
haben wir den Satz, dafs, wenn sowohl jede von zwei Zahlen, 
als auch ihr Produkt bei Addition einer gegebenen Zahl ein 
Quadrat wird, diese Zahlen von zwei unmittelbar auf einander 
folgenden Qnadratzahlen herrühren. 

Daher wähle ich zwei auf einander folgende Quadrate; 
das eine habe die Seite « + 3, das andere die Seite 3^ + 4; 
dann wird das eine Quadrat a? ■\- Qx -\- d, das andere 
3? -{-ix -{-IQ sein. Ich subtrahiere nun von jedem derselben 



*) Die hier, wie anch in V, 5 und T, 19 erwähnten PoriameQ 
waren entweder ein Teil der Arithmetik oder ein besonderea Werk 
Diophants. Der Verlust derselben ist besonders zu beklagen, da 
sie wafarscheiuliob eine Zusammenstellung der Diophant bekannten 
Eigenschaften der Zahlen enthielten. 

Übrigens ist das hier von Diophant ausgesprochene Porisma 
nicht ganz korrekt. Sind nämlich x, y zwei gesuchte Zahlen, a eine 
gegebene Zahl, und ist x ■{- a ^ p*, ^ + « = 9*1 so ergiebt sich 

a;y + a — i>V — a Cp' + 9* — 1) + «'• 

xy-\-a wird also erstens ein Qnadrat, nämlich (^pq — a)', wenn 

j)* + 5* — 1 = 2j)g , also p =■ g + 1 

ist, mid das sagt Diophant. Es ist dies aber nicht die einzige 
Art, den Ausdruck xy -\- a zu einem Quadrat zu machen. 
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ö und setze die eine Zahl gleich dem ersten Rest, also gleich 
a;* + 63; + 4, die zweite Zahl gleich dem zweiten Rest, also 
gleich «* + 8a:+ll, und die dritte Zahl gleich der um 1 
verminderten doppelten Summe der beiden ersten Zahlen, also 
gleich ix" + 28« + 29. 

Dann ist noch zu bewirken, dafs auch diese letzte Zahl 
bei Addition von 5 ein Quadrat werde. £3 soll also 

ix? + 28x + 34 
ein Quadrat sein. Der Ausdruck sei gleich dem Quadrat Ober 
der Seite 2x — 6. Es wird also das Quadrat 

4a;* + 3(5 — 24a; = ix' + 28« + 34 
sein, und daraus ergiebt sich 



Die erste Zahl wird somit - 
20 336 



4. Aufgabe. Zu einer gegebenen Zahl drei Zahlen 
von der Beschaffenheit zu finden, dafs sowohl jede 
derselben, als auch das Produkt je zweier derselben 
bei Subtraktion der gegebenen Zahl zu einem Qua- 
drat wird. 

AnflÖBOng. Die gegebene Zahl sei 6. Ich w^le wieder 
zwei auf einander folgende Quadrate, i^mlich x^ und x^-i- 2x-^ 1, 
addiere zu jedem derselben die gegebene Zahl und setze die 
erste der gesuchten Zahlen gleich a;* -{- 6, die zweite gleich 
«* + 2« + 7, die dritte gleich der um 1 verminderten dop- 
pelten Summe der beiden ersten Zahlen, also gleich 

4a;» + 4a; 4- 25. 
Dann erübrigt noch, dafs auch diese dritte Zahl bei der Sub- 
traktion von 6 ein Quadrat gebe, dais also 4a;* -|- 4« -|- 19 
gleich einem Quadrat sei. Setzen wir den Ausdruck gleich 
dem Quadrat über der Seite 2x — 6, also das Quadrat 

4a:* + 36 - 24a; = i:^ -\- ix -\- 19, 
so ergiebt sich 
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*) In der nachstehenden Anmerkung zu den Autgaben 3 und 
4 bezieht sieb das obere Vorzeichen auf die 3., das untere auf 
die 4. Aufgabe, 

Setzt man mit Diophant 
I =. a:* =p a, II = (a; + l)' + a, III = (2x + 1)* + 4«, 
wo a die gegebene Zahl iat, bo sind schon 5 Bedingungen erfüllt, da 
I±a'-x', II + o - (x + 1)*, 

I . n + a ^ixix + i)T "T, 

l.m±a — [x{2x + 1) + 2«f, 
II . Iir + a = [(x + 1) ('ix + 1) + 2a]» 
ist. Es ist also nur noch III ^^ a zu einem Quadrat zu machen. 
Zu diesem Zwecke setzen wir 

{2x+ l)^Tia±a = (2x + ky 

und erhalten leicht 

__ fc» + 3n _ 1 

^ 4(± A + 1) ' 
womit auch die gesuchten Zahlen bestimmt sind. 

Fermat bemerkt zur 3. Aufgabe: „Aus dem von Diophant 
benutzten Satze ergiebt sich leicht die Lösung der fol- 
genden Aufgabe: Vier Zahlen von der Beschaffenheit zu 
finden, dafs das Produkt je zweier derselben ein Quadrat 
wird, wenn man es um eine gegebene Zahl vermehrt. 
Uan bestimme drei der vorhergebenden Aufgabe ge- 
nügende Zahlen, so dafs also jede derselben ein Quadrat 
wird, wenn man sie um die gegebene Zahl vermehrt. 
Darauf setze man die vierte gesuchte Zahl gleich x -\- 1. 
Dann entsteht eine dreifache Gleichung, deren Lösung 
nach meiner Methode keine Schwierigkeit macht. (Siehe 
die Anmerkung zur 24. Aufgabe des 6. Buches.) Auf diese 
Weise wird also die Aufgabe gelöst, welche Bachet bei 
Besprechung der 12. Aufgabe des 3. Buches gestellt hat, 
und meine Methode ist nicht nur viel allgemeiner, 
sondern hat auch vor Bachets Verfahren noch den Vor- 
zug, dafs bei meiner Lösung jede der drei ersten Zahlen 
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5. Aufgabe. Drei Quadratzahlen von der Beschaf- 
fenheit au finden, dafa das Produkt je zweier der- 
selben, sowohl wenn es um die Summe dieser beiden, 
als auch wenn es um die dritte Zahl vermehrt wird, 
ein Quadrat bildet. 

Anflräang. Wir haben wieder in den Porismeu den Satz, 
dafs, wenn man zu zwei beliebigen unmittelbar auf einander 
folgenden Quadratzahlen eine andere Zahl bestimmt, welche 
um 2 grüfser als die doppelte Summe dieser beiden Quadrate 
ist, man drei Zahlen von der Beschaffenheit hat, dafs das 
Produkt je zweier derselben, sowohl wenn es um die Summe 
dieser beiden, als auch wenn es um die dritte Zahl vermehrt 
wird, ein Quadrat giebt. 

Daher setze ich das erste der drei gesuchten Quadrate 
gleich 3? -\- 2x + 1 , das zweite gleich x^ + 4x -\- 4, die 
dritte Zahl aber gleich 4z^ + l^a; + 12. Dann bleibt noch die 
dritte Zahl, d. i. 4x^ + 12a: + 12 zu einem Quadrat zu macheu. 
Es mufs aber auch der vierte Teil dieses Ausdrucks, d. i. 
a;* + 3a; + 3 gleich einem Quadrat sein. Ich setze denselben 
gleich dem Quadrat über x — 3; dann wird das Quadrat 

a;^ -f 9 — 6a: = a:^ + 3a: 4- 3 
sein, und daraus ergiebt sich 



Folglich wird die erste Zahl - , die zweite -^ , die dritte 

bei Addition der gegebenen Zahl selbst ein Quadrat wird. 
Ob sich übrigens die Aufgabe so läaen" Ittfat, dafs auch 
die vierte Zahl ein Quadrat wird, wenn man sie um die 
gegebene Zahl vermehrt, das weifs ich noch nicht; ich 
werde darüber weitere ünterBuchungeu anstellen." 
*) Wird nach Diophants Angabe 

I = r*, n = (x + 1)*, m = 43:» + 43: -j- 4 
gesetzt, so ist, wie man leicht erkennt, 

I . n + (I + II) = (^ + ^ + i)s 

I . II -fr ni = (3J + a; -(- 2)» 



;dbv Google 



V. Buch. 199 

6. Aufgabe. Drei Zahlen tob der Beschaffeaheit 
zu fiDden, dafa jede derselben, wenn sie um 2 vermin- 
dert wird, ein Quadrat bildet, und dafs zugleich das 
Produkt Je zweier derselben, sowohl wenn man es 
um die Summe dieser beiden, als auch wenn man es 
um die dritte Zahl vermindert, ein Quadrat wird, 

Auflösung. Wenn ich zu jeder der in der vorhergehen- 
den Aufgabe gefundenen Zahlen 2 addiere, so genügen die 
erhaltenen Zahlen der vorliegenden Aufgabe. Dies giebt fol- 
gende Lösung: 

Wir setzen die eine der gesuchten Zahlen gleich z' -\- 2, 
die andere gleich x^-\-2x-\-d, die dritte gleich 4a^-j-4x-\-6, 
so sind die Forderungen der Aufgabe erfüllt*). Es erübrigt 
nur noch, dafs 4a^ + 4a;'-|- 4,"al8o auch der vierte Teil dieses 
Ausdrucks, d. i. a? -j- a; + 1 ein Quadrat werde. Wenn wir 
die Seite dieses Quadrats gleich einer Differenz annehmen, 
etwa gleich x — 2, so wird das Quadrat 

3;' + 4 — 43;=a;' + a;+l 
sein, und daraus folgt 



Folglich wird die erste Zahl ^ , die zweite -^^ , die dritte 
-sr sein, und diese Werte genügen offenbar der Aufgabe. 



I . m + (I + III) =(23? + x-\- 2)* 

i.m + n ={2x' + x + iy 

n . III + I = (23:^ -i-3x+ 2)» 

II . III + {II + m) = (2x» + ■dx + zy. 

Maa hat also nar noch HI zu einem Quadrat zu machea Setzt man 

4j;" 4- 4a: + 4 — (2a: -f *)", 
so ergiebt sich 

t' — 4 

^ — iii-k)' 

*) Es ist nfimlich 
I . II - m - [x{x + 1)V, I . H - (I + n) = (a:^ + :r + 1)% 
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7. Axifgabe. (Vorbereitung für die folgenden Aufgaben.) 
Zwei Zahlen zu finden, deren Produkt ein Quadrat 
wird, wenn man ea um die Summe der Quadrate der 
beiden Zahlen vermehrt. 

Aoflösimg. Die er^te Zahl sei x, die zweite eine belie- 
bige bestimmte Zahl, etwa 1; dann ist das Produkt beider x, 
und die Summe der Quadrate x* + 1- Wird diese Summe 
zum Produkt x addiert, so erhält man a^ ■}- x -\- 1 , und dieser 
Ausdruck soll ein Quadrat werden. Es sei dies das Quadrat 
über der Seite x — 2; dann wird das Quadrat 

x^ + 4- 4x = x* + d;+ l 
sein, und daraus folgt 



Folglich wird die erste Zahl -r , die zweite -^ sein, und wenn 
man den Nenner wegwirft, so ist die erste Zahl 3, die zweite 5. 
Diese Zahlen genügen der Aufgabe, da ihr Produkt, wenn es 
um die Summe ihrer Quadrate vermehrt wird, ein Quadrat 
giebt. £henso genügen der Aufgabe auch diejenigen Zahlen, 
die entstehen, wenn man 3 und 5 mit einer ganz beliebigen 
Zahl multipliziert*}. 



8. Aufgabe. [Vieta, Zet IV, 11.] Drei rechtwinklige 
Dreiecke von gleichem Flächeninhalt zu finden. 

AuflÖBOng. Wir müssen zuerst zwei Zahlen suchen, deren 
Produkt ein Quadrat wird, wenn man es um die Summe ihrer 
Quadrate vermehrt. Diese Aufgabe ist oben behandelt worden, 
und es sind 3 und 5 die Zahlen, deren Produkt, vermehrt um 
die Summe ihrer Quadrate, ein Quadrat giebt, nämlich das 
Quadrat über die Seite 7. 



•) 
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Ich bilde nun drei rechtwinklige Dreiecke vermittels je 
zweier Zahlen, nämlich das eine vermittels der Zahlen 7 und 3, 
das zweite Termittels der Zahlen 7 und ö, das dritte ver- 
mittels 7 und der Summe der gefundenen Zahlen 3 und 5, 
d. i. 8, alBO vermittels 7 und ä. 

Die Seiten des ersten dieser Dreiecke werden 40, 42, 58, 
die des zweiten 24, 70, 74, die des dritten 15, 112, 113 sein, 
und alle diese Dreiecke haben gleichen Flächeninhalt, näm- 
lich 840*). 



*) Es seien x, y, z Zahlen, welche der Aufgabe 7, also der 
Gleichung 

xy ■\- :i? -\- y* = 1^ 
gentigen. Das mittels der Zahlen x, z gebildete rechtwinklige 
Dreieck hat die Katheten z^ — a;', 2xz, also die Flache 

xz{s* — 3?) = xe{xy + y^) = xyz(x + y). 
Ebenso hat das mittels der Zahlen y, z gebildete rechtwinklige 
Dreieck die FlSche 

yz{z* — /) ■= yz(xy + a?) = xyz(x + y). 
Endlich hat das mittels der Zahlen x-\'g, z gebildete recht- 
winklige Dreieck die Flftche 

(x + y)z{x' + 2xp + y' — «*) = (x + y)e . xy = xyz(x + y). 
Die Dreiecke haben also gleicheii Flächeninhalt. 

Fermat bemerkt zur 8. Aufgabe: „Ob aber vier oder 
mehr, Ja unendlich viele rechtwinklige Dreiecke von 
gleichem Flächeninhalt gefunden werden können? Es 
scheint nichts im Wege zu stehen, dafs die Aufgabe 
möglich sei, und ich will der Sache weiter nachgehen. 

Ich habe sogar folgende Aufgabe gelöst: Es ist die 
Fläche eines rechtwinkligen Dreiecks gegeben; man soll 
unendlich viele andere rechtwinklige Dreiecke ermit- 
teln, welche dieselbe Fl&che haben. So z. B. ist 6 die 
Fläche des Dreiecks, welches die Seiten 3, 4, 5 hat; die- 

iL Tii„ i , i j n ■ i_ 3 c -i 7 120 1201 

selbe flSche bat das Dreieck, dessen Seiten -r^, -=-, -=^ 

will, 



Die zur Ermittlung dieser Dreiecke fortgesetzt an- 
zuwendende Sfethode ist folgende: Wir nehmen ein be- 
liebiges rechtwinkliges Dreieck, dessen Hypotenuse z 
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9. Aufgabe. Drei Zahlen von der Beschaffenheit 
zu finden, dafs das Quadrat einer jeden sowohl bei 
Addition, als auch bei Subtraktion der Summe der 
drei Zahlen ein Quadrat bleibt. 

sein mSge, während die Basis b, das Lot d ist. Um nun 
ein demselben un^hBÜches rechtwinkliges Dreieck von 
gleichem Flächeninhalt zu erhalten, nehmen wir die 
Zahlen z* und 2bd. Die Seiten des rechtwinkligen Drei 
ecks, welches vermittels dieser Zahlen gehildet wird, 
dividieren wir durch 2e(&* — d*), wo h > (J sein möge. 
Dadarch erhalten wir ein neues rechtwinkliges Dreieck 
dessen Fläche gleich der des gegebenen ist. Nach der 
selben Methode leiten wir ans diesem zweiten ein drittes, 
aus dem dritten ein viertes, aus dem vierten eiu fünftes 
rechtwinkliges Dreieck her, u. S. w. Alle diese nnendlicb 
vielen Dreiecke werden unähnlich und von demselben 
FUcheninhalt wie das erste sein. Damit du nicht daran 
zweifelst, dafs es noch mehr als die drei von Diophant 
gefundenen rechtwinkligen Dreiecke 

[40, 42, 58; 24, 70, 74; 16, 112, 113] 
der FlSche 840 giebt, fUge ich ein viertes hinzu, welches 
jenen nnfihnlich und doch von demselben Flächeninhalt 
ist. Dasselbe hat die Hypotenuse — TVää"' ^'^ Basis 

1412880 , , . 1681 TI7 j- c. -1 11 T. ■ 

— -TgT — , das Lot Tjää' Wenn man die Seiten aller Drei- 
auf denselben Nenner bringt und diesen Nenner 



dann unterdrückt, so e 


rbSlt man 


olgende vie 


von gleicher FlSche: 






.L 47 560, 


49 938 


68 962. 


n. 28536, 


83 230 


87 986 . 


IIL 17 835, 


133168 


134 357. 


IV. 1681 , 


1412 880 


1412 881. 



Nach derselben Methode lassen sich beliebig viele recht- 
winklige Dreiecke von gleicher Fläche ermitteln, und 
auch die 9. Aufgabe wird Ober die von Diophant ge- 
steckten Grenzen hinaus erweitert. 

Folgendes sind die nach einer andern Methode ge- 
fundenen Seiten eines rechtwinkligen Dreiecks, dessen 
Fläche, wie diejenige von 3, 4, 5, das Seobsfache einer 
Quadratzahl ist: 

2896804, 7216803, 7776485." 
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Aaflösiing. Wir wollen, daTs dae Quadrat der ersten Zahl, 
sowohl wenn die Summe der drei Zahlen addiert, als auch 
wenn dieselbe subtrahiert wird, ein Quadrat gebe. Nun liefert 
in jedem rechtwinkligen Dreieck das Quadrat der Hypotenuse 
sowohl bei Addition, als auch bei Subtraktion des vierfachen 
FKcheninhalts ein Quadrat. Die drei gesuchten Zahlen werden 
also die Hypotenusen von rechtwinkligen Dreiecken gleicher 
Fläche, nnd die Summe der drei Zahlen wird der vierfache 
Flächeninhalt der Dreiecke sein, deren Hypotenusen diese 
Zahlen sind. 

£& kommt somit darauf an, drei rechtwinklige Dreiecke 
von gleichem Flächeninhalt zu suchen. Diese Aufgabe ist 
oben gelöst worden, und es sind beziehungsweise 40, 42, 58; 
24, 70, 74; 15, 112, 113 die Seiten dieser Dreiecke. 

Indem ich nun su der ursprtinglich gestellten Aufgabe 
Qbergehe, drücke ich die gesuchten Zahlen durch x mit den 
Hypotenusen der rechtwinkligen Dreiecke als Koeffizienten aus; 
es wird also die erste Zahl 58a;, die zweite 74a:, die dritte 
113a; sein. Die Summe der drei Zahlen dagegen setze ich 
gleich X* mit dem vierfachen Flächeninhalt eines der drei 
Dreiecke als Koeffizienten. Dann wird also 

33601» — 245 a: 
sein, und daraus ergiebt sich 



Folglich wird die erste Zahl -^ , die zweite -^ , die dritte 
791 . ., 



*) Fermat bemerkt: „Aus dem oben Gesagten erhellt, 
dafs ich allgemein die Aufgabe lösen kann: Beliebig 
viele Zahlen von der Beschaffenheit ^u ermitteln, dafs 
das Quadrat einer jeden eine Quadratzabl bleibt, mag 
man nun d'ie Summe aller Zahlen zu demselben addieren 
oder von demselben subtrahieren. Die Lösung dieser 
Aufgabe war Dachet vielleicht nicht bekannt Denn 
wenn er dieselbe entdeckt bStte, so würde er hier wohl 
Diopbant erweitert haben, wie er es bei der 31. Aufgabe 
des 4. Buches und an anderen Stellen getban hat." 

Was nun die allgemeine Lösung der Aufgabe betrifft, so 
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10. Aufgabe. Wenn drei Quadratzahlen gegebeo 
sind, so ist es m&glicfa, drei Zahlen vou der Be- 
schaffenheit zu finden, dafs die Produkte je zweier 
derselben gleich den gegebenen Quadratzahleu seien. 

Anflösimg. Die gegebenen Quadrate seien 4, 9 und 16. 
Setzen wir die eine der gesuchten Zahlen gleich x, so wird 
die eine der beiden anderen — , die zweite — sein. Dann er- 
übrigt noch, dafs das Produkt der zweiten und dritten Zahl 
16 betrage. Das Produkt aus der zweiten und dritten Zahl 
ist aber — ■ Wird dies gleich 16 gesetzt, so ergiebt sich 

x=\\- 
Somit wird die erste Zahl \\ , die zweite 2 + -g- + „- , die 
dritte 6 sein. 

Ich will dies jedoch methodisch entwickeln; ich fand 



Wird alles mit 3? multipliziert, so folgt 

16a* = 36 
und daraus 

, 86 

* 16' 

Daher ist die Seite 

6 

6 entsteht aber durch Multiplikation der Seiten von 4 und 9, 

seieu Ci, O3, Cj ■ . . die Hypotenusen der recht winkligeo Dreiecke, 
welche dieselbe Fläche t haben. Setzen wir dann die gesuchten Zahlen 

I = Cia;, II = Cga:, IIl = C;,a:,... 
uad die Summe derselben gleich 4Ja^, äo erhalten wir die Gleichung 

4iar* ^ CyX + c,x + c^x + ■ ■ -, 
und diese liefert 

^ _ '^1 + <^ + <^ + • ■ ■ 

so dafs sich 

1 - |;fe + «. + «. + ■■■) . II - li («i + «. + «• + •■ ■). 
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d. i. der Seiten des ersten und zweiten Quadrats, und der 
Nenner 4 ist die Seite dea dritten Quadrats 16. 

Wenn dir also die Aufgabe gestellt ist, drei Zahlen von 
der Beschaffenheit zu finden, daTs die Produkte je zweier der- 
selben gleich gegebenen Quadratzahlen, wie 4, 9 und 16 seien, 
so hast du die Seite von 4 mit derjenigen von 9 zu multi- 
plizieren; das giebt 6. Diese Zahl dividierst du durch die 
Seite des Quadrats 16, so erlüiltst du x = j- Nun dividierst 
du wieder das Quadrat 4 durch ^ ; da ergiebt sich -^ ■ Ebenso 
wird das Quadrat 9 durch ^ dividiert; das giebt 6. Es wird 
also die erste Zahl —, die zweite -■-, die dritte 6 sein*). 



11. Aufgabe. Drei Zahlen von der Beschaffenheit 
zu finden, dafs das Produkt je zweiei' derselben so- 
wohl bei Addition, als auch bei Subtraktion der 
Summe der drei Zahlen ein Quadrat wird. 

AnflÖBong. Wir suchen zuerst wieder drei rechtwinklige 
Dreiecke von gleichem Flächeninhalt. Nachdem vrir diese 
gefanden haben, nehmen wir die Quadrate der Hypotenusen, 
also die Zahlen 3364, 5476, 12 769, und hierauf ermitteln 
wir, wie oben gelehrt worden ist, drei Zahlen von der Be- 
schaffenheit, dafs die Produkte je zweier derselben gleich 
gegebenen Quadratzahlen seien. Diese Quadratzahlen sollen 
die oben gefundenen sein. Wir haben aber diese gewählt, 
weil jedes dieser drei Quadrate sowohl bei Addition, als auch 
bei Subtraktion von 3360 ein Quadrat bleibt. 3360 ist nämlich 
der vierfache Flächeninhalt jedes der Dreiecke. Deshalb drücke 
ich die gesuchten Zahlen durch x aus, und zwar die erste 
durch ~T7^^, die zweite durch -^^, die dritte durch -^x\ 
denn die Produkte der Eoe^zieuten je zweier dieser Zahlen 
geben die oben angegebenen Quadrate. 

*) Sind a^, b', <? die gegebenen Qnadratzablen, so ergiebt sieb 



,db, Google 



Nim erübrigt Doch, daTs die Summe dieser drei Zahlen 
gleich 3360«* aei. Wir bringen die Zahlen auf einen Nenner, 
nämlich anf 121249. Die erste Zahl wird "TöTäig"^' "^'^ 

.. 17 480 761 ,. , ... 10 738 729 -ü -i i j- 

zweite —{WTöTw- X, die dntte — i^rrsTii- "^ sein. Jis ist also die 



OS aat ovo ^non^i 

oder, wenn alles mit 131 249 multipliziert wird, 

32 824 806 a: ^ 407 396 640 a^, 
und daraus ergiebt sich 

32 8S4 860 



407 396 MO ' 
durch Einsetzung dieses Wertes in die Ausdrücke für die 
gesuchten Zahlen erhält man fQr die erste Zahl [Der auch sonst 
verstümmelte Text bricht ab]*). 



12. Aufgabe. Die Zahl 1 in zwei Teile von der Be- 
schaffenheit zu teilen, dafs, wenn zu jedem Teile 
eine gegebene Zahl addiert wird, die erhaltenen 
Summen Quadrate seien. 

Es darf jedoch die gegebene Zahl weder nngerade 
sein, noch darf der Quotient, d^n man erhält, weno 
man das um 1 vermehrte Doppelte derselben durch 



*) Eb seien c^ , c^ , c, die Hypotenusen der rechtwinkligen 
Dreiecke, welche dieselbe FlCLche i ^ -^ ^ -^ = ^-^ haben. 
Wir bezeichnen die geauchten Zahlen mit I, II, III und setzen 
\ = ^-^x, II = ^^a:, m = ^!^a:, 

I + II + III = 4ia;*. 
Dann ist 

I . II -f (I + II + III) = CjV + 4»a;» = 
(V + b,» + 2a,&a)a^ = {<h± &j)V, 
also eine Quadratzahl. Ebenso zeigt man, dafs jeder der Aus- 
drucke II . IH + (I + II + HI), I . IH + (I ■+- H + HI) ein Quadrat 
ist. Zur Bestioimung von x hat man dann noch die Gleichung 

ict + 'f + '-'0:) '■-'"' ■ 
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die gröfBte in ihm ata Faktor enthaltene Quadratzahl 
dividiert, dnreh eine Primzahl von der Form 4n — 1 
teilbar sein. 

AnflösilDg. Es wird verlangt, dafs au jedem Teile 6 ad- 
diert werde, und dats die erhaltenen Summen Quadrate seien. 

Da wir wollen, dafs die Zahl 1 in zwei Teile geteilt, dafs 
jeder Teil um 6 vergröfsert werde, und dafs jede so gebildete 
Summe ein Quadrat sei, so mnfs die Summe dieser beiden 
Quadrate 13 sein. Wir haben also 13 in zwei Quadrate zu 
teilen, tob denen jedes gröfaer als 6 ist. Wenn ich also 13 
, in zwei Quadrate teile, deren Differenz kleiner als 1 ist, so 
ist damit die Aufgabe gelöst. 

Dies zu thun, nehme ich die Hälfte von 13, d. i. 6|- , und 
untersuche, welchen Bruch ich za 6j zu addieren habe, um 
ein Quadrat zu erbalten. Ich multipliziere alles mit 4 und 
untersuche, welchen quadratischen Bruch ich zu 26 zu addieren 
habe, damit ein Quadrat entstehe. Der zu addierende Bruch 
sei — j ; dann soll 2Q -\ — ^ , oder, wenn alles mit x' multi- 
pliziert wird, 26iC* + 1 ßü* Quadrat werden. Die Seite dieses 
Quadrats sei 5x -j- 1. Dann ergiebt sich x = 10, also 
a:*=^100. Der quadratische Bruch wird folglich jr-r sein. Zn 
26 ist daher jtt, au 6- folglich -^ zu addieren, und es 
entsteht dadurch das Quadrat über der Seite 5^- 

Wir müssen daher 13 [= 3* + 2*] so in zwei Quadrate 
zerlegen, dafa die Seite eines jeden möglichst nahe an -^ 
liegt. Zu diesem Zwecke suche ich, um welche Zahl 3 ver- 
ringert und 3 vergröfsert werden muh, damit man r erhält. 

Ich bilde also zwei Quadrate, das eine über ll:x -|- 2, 
das andere über 3 — 9x [da öö°=3~2ö^^"I"2Ö '^*J- ■'^'^ 
Summe dieser beiden Quadrate wird 202»;^ +13 — IO3: sein. 
Wird dies gleich 13 gesetzt, so ergiebt sich ^^'tkt' Es 
wird also die Seite des einen Quadrats t^t- , die des andern 
T^ sein, und wenn man von dem Quadrate jeder dieser Seiten 
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> subtrahiert, so ergeben sich die gesuchten Teile der Zahl 1, 
lämlich und ■ Dafs jeder dieser Teile, wenn er 

im 6 vermehrt wird, ein Quadrat giebt, liegt auf der Hand*). 



*) Der Teit der ' Determination dieser Aufgabe ist durchaus 
verstttmmelt und hat alle Schriftsteller über Diophant beschfiftigti. 
Ich habe dieselbe einfach so gegeben, wie sie Fermat formuliert; 
denn eo ist sie wirklich „allgemein und schliefst alle un- 
brauchbaren Zahlen aus". Worauf es dabei ankommt, dafs 
nämUch, wenn die gegebene Zahl a ist, sich 2a -^ 1 in zwei 
Quadrate zerföllen laesen müsse, hatte auch Bache t erkannt. 
Aber welche Zahlen diese Zerlegung zulassen und welche nicht, 
das blieb ihm verborgen. In seiner Polemik gegen Xjlander, 
der behauptet hatte, die gegebene Zahl müsse das Doppelte einer 
Primzahl sein, sagt Bachet, die Zahl 10 sei von dieser Bescbafien- 
beit, and doch lasse sich die Zahl 21, da sie weder eine Quadrat- 
zahl sei, noch aus zwei ganzen Quadraten bestehe, wie er glaube, 
nicht in zwei gebrochene Quadrate zerfallen. Permat bemerkt 
dazu: „Die Zahl 21 kann nicht in zwei gebrochene Qua- 
drate zerfällt werden. Das kann ich leicht beweisen. All- 
gemein kann eine durch 3 teilbare Zahl weder in zwei 
ganze, noch in zwei gebrochene Quadrate zerlegt werden, 
wofern sie nicht durch 9 teilbar ist." Allgemeiner äufsert 
sich Permat darüber in einem Briefe an Boberval (Opera, p. 161). 
Bei der grofsen Wichtigkeit des Gegenstendes lasse ich die be- 
treffende Stelle des Briefes folgen: 

— — „Hierauf werde ich Ihnen sagen, dafs Herr 
Prenicle in mir seit einiger Zeit die Lust erweckt hat, 
die Geheimnisse der Zahlen zu ergründen, worin er, wie 
mir scheint, aufserordentlich bewandert ist. Ich habe 
ihm die schönen Sätze über die mit der Einheit begin- 
nenden geometrischen Progressionen geschickt, welche 
ich nicht blofs gefunden, sondern auch bewiesen habe, 
obgleich der Beweis derselben ziemlich verborgen ist; 
ich bitte Sie, den Beweis zu versuchen, da Sie die SStze 
gesehen haben. Aber das Folgende habe ich seitdem in 
Betreff der 12. Aufgabe des 5. Buches von Diophant ent- 
deckt; ich habe darin ergänzt, was Bachet gesteht 
nicht gewufst zu haben, und habe zugleich den verdor- 
benen Text Diophants wieder hergestellt. Es würde zu 
weit führen, Ihnen die Begründung zu geben; es genügt, 
dafs Sie meinen Satz sehen, nnd dafs ich Sie an das erinnere, 
was ich früher schon bewiesen habe, nSmlich dafs eine 
Zahl von der Form in— 1 weder eine Quadratzahl, noch 
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18. Aufgabe*). 
[I -I 1— I — I- 1 1 r 1^—1 1 

3 a y p t 

Die Zahl 1 so in zwei Teile zu teilen, dafs, wenn 
zu dem einen Teil eine gegebene Zahl, zum andern 



die Summ« yon zwei — ganzen oder gebrochenen - — 
Quadratzablen ist. Damals blieb ich bei diesem Resultat 
stehen, obgleich es viele Zahlen giebt, welche zwar die 
Form 4n + 1 haben, aber doch keine Quadratzahlen sind 
und eich auch nicht in zwei Quadrate zerfallen lassen, 
wie 21, 33, 77, u. s. w. Dies lafst Dachet in Betreff der 
Zerlegung von 21 in zwei Quadrate sagen: quod quidem 
impossibile est, ut reor, cum is neque quadratus sit, neque suapte 
natura compositus ex duobns quadratis. Der Ausdruck „ut reor", 
den Sachet gebraucht, drückt offenbar aas, dafa er den 
Beweis dieser Unmöglichkeit nicht gewufst hat. Ich 
habe denselben endlich gefunden und die Sache allge- 
mein in den folgenden Satz znsammengefafst: 

Wenn eine gegebene Zahl durch die gröfate in ihr 
als Faktor enthaltene Quadratzahl dividiert wird, und 
es zeigtsich, dafs der Quotient durch eine Primzahl von 
der Form 4n ~ 1 teilbar ist, so ist die gegebene Zahl 
weder eine Quadratzahl, noch Ufst sie sich in zwei — 
ganze oder gebrochene — Quadrate zerlegen. Es sei 
z. B. 84 gegeben; das grSfste darin enthaltene Quadrat 
ist 4; der Quotient 21 ist durch 3, wie auch durch 7 teil- 
bar, nnd da jeder dieser Faktoren die Form 4n — 1 hat, 
so behaupte ich, dafs 84 weder eine Qnadratzahl ist, 
noch eich in zwei — ganze oder gebrochene — Quadrate 
zerlegen läfst. 

Es sei 77 gegeben; das gr5fste darin enthaltene Qua- 
drat ist 1; der Quotient 77, der in diesem Falle gleich 
der gegebenen Zahl ist, ist durch zwei Primzahlen der 
Form 4» — 1, nämlich 7 nnd 11 teilbar. Ich behaupte 
daher, dafs 77 weder eine Quadratzahl ist, noch sich in 
awei — ganze oder gebrochene — Quadrate zerlegen 
ISfat. 



*} Dies ist die einzige Aufgabe in Diophants Arithmetik, in 
welcher die liueare Methode Euklids angewendet wird. Die 
Aufgabe wird aus diesem Grunde von Hankel (p. 169) für ein- 
geschoben erklärt. 

l>iopli*D(, Aiiiiimsdk. 14 
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Teil eine zweite gegebene Zahl addiert wird, jeder 
Teil eine Quadratzahl werde. 

AuflSsung. Es wird verlangt, die Zahl 1 so in zwei Teile 
zu teilen, dafa, wenn der eine Teil um 2, der andere um 6 
vermehrt wird, jeder Teil ein Quadrat werde. 

Wir nehmen eine Einheit aß und teilen sie im Puntte y. 
Zu dem Teil uy fügen wir zwei Einheiten, nämlich ad, 
zu dem Teil ßy sechs Einheiten, nämlich ßs hinzu. Dann 
ist also jeder der Teile yS, ye eine Quadratzahl. Da nun 
aß ^ 1 und die Summe ad -\- ßs = 8 ist, so ist die ganze 
Strecke Ss = 9, und. diese Zahl soll man in zwei Quadrat- 
zahlen, nämlich yS und ye zerlegen. Da aber das eine dieser 
Quadrate gröfser als aS, d. i. 2, und zugleich kleiner als ß3, 
d. i. 3 ist, so bin ich dazu geführt, ein gegebenes Quadrat 9 
in zwei Quadrate yd und ye zu teilen, so dafe das eine, näm- 
lich y9, gr&foer als 2 und kleiner als 3 wird. Wenn dann 
yS gefunden ist, so wird, da aS = 2, also gegeben ist, auch 
ay ermittelt sein. Ee ist aber aß = 1, und daher ist dann 
auch ßy, folglich auch der Punkt y bestimmt, in welchem 
die Einheit geteilt wird. 

Jetzt wollen wir das Verfahren im Einzelnen darstellen. Es 
sei das eine Quadrat, nämlich dasjenige, welches zwischen 2 

Ich gestehe Ibnen offen, dafs ich in der Zahlenlehre 
nichts gefunden habe, was mir ho sehr gefallen hat, wie 
der Beweis dieses Satzes, und es wird mich freuen, wenn 
Sie sich bemühen, ihn zu finden, wSre es auch nur um 
zn erfahren, ob ich meine Erfindung mehr schätze, als 
sie ea verdient. 

Ich habe sodann den folgenden Satz bewiesen, wel- 
cher znr Auffindung der Primzahlen dient: 

Wenn eine Zahl die Summe zweier Quadrate ist, die 
prim zu einander sind, so ist sie durch keine Primzahl 
von der Form in — 1 teilbar: 

Wenn man z. B. 1 zu einem geraden Quadrat, etwa 
zu 10000000000 addiert, was 10000000001 giebt, so ist 
diese Summe durch keine Primzahl von der Form 4« — 1 
teilbar. Will man also untersuchen, ob dieselbe eine 
Primzahl ist, so hat man sie nicht erst durch 8, 7, 11, 
u. s. w. zu dividieren." — — — 
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und 3 liegen mafs, gleich a;*; dann wird das andere 9 — x^ 
sein, nnd dieser Ausdruck mufs ein Quadrat werden. Den- 
selben ZD einem Quadrat zu machen, ist an sich zwar leicht; 
nian muTs es aber so einrichten, dafs a? zwischen 2 uud 3 
zu liegen kommt. Wir nehmen zwei Quadrate, von denen das 
eine etwas gröfser als 2, das andere etwas kleiner als 3 ist; 
solche Quadrate sind z. B. ttt und -^71' 

Wenn wir es nun so einrichten, dafa x* zwischen diese 
beiden Quadrate fallt, so ist die Aufgabe gelöst. Es mnfs 
dann aber die Seite von a:*, d. i. x, gröfser als t^ und kleiner 
als T^ sein. Wir müssen also, wenn wir 9 — a:* zu einem 
Quadrat machen, x ao bestimmen, dafa es grofser als -~r und 
zugleich kleiner als — werde. 

Wenn wir aber 9 — a^ zu einem Quadrat machen, so 
setzen wir die Seite dieses Quadrats gleich 3, vermindert um 
X mit einem gewissen Eoef^zienten. Dann finden wir, dafs z 
gleich dem Sechsfachen einer gewissen Zahl ist, dividiert 
durch das um 1 vermehrte Quadrat dieser Zahl. Es kommt 
also darauf an, eine Zahl zu suchen, deren Sechsfaches, wenn 
es durch das um 1 vermehrte Quadrat der Zahl dividiert wird, 
einen Quotienten giebt, der grofser als -^ und zugleich kleiner 
als ~ ist. 

Diese gesuchte Zahl sei x. Es soll also ^t-rri &^^^^^ 
als jg und kleiner als -^ werden. Nun ist der Bruch r^ gleich 
dem Verhältnis von 17 zu 12. Folglich mufs das Verhältnis 
von 6ir zu 3^ -{~ 1 gröläer sein als das Verhältnis 17 zu 12; 
somit mufa auch das Produkt aus &x nnd 12, d. i. l^x gröfser 
sein als das Produkt aus «* + 1 und 17, d. i. Ux^ + 17. 

Ich multipliziere den halben Koeffizienten von x mit sich 
selbst; das giebt 1296. Von dieser Zahl subtrahiere ich das 
Produkt ans dem Koeffizienten von x^ und der von x unab- 
hängigen Zahl, also 289; dann bleibt der Eeat 1007. Die 
Seite des Quadrats, welches gleich dieser Zahl ist, ist nicht 
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gröfaer als 31 [liegt zwischen 31 und 32], und wenn ich den 
halben Koeffizienten von x zn dieser Seite addiere, so erhalte 
ich eine Zahl, die nicht grörser als 67 ist [zwischen 67 nnd 
68 liegt]. Wird endlich durch den £oe^zieuten von a? divi- 
diert, so ei^ebt sich, dafs z nicht grdlser als t= sein kann. 
Ebenso finden wir, da das Verhältnis von &x zu a;' + 1 
kleiner sein mufs als dasjenige von 19 zu 12, dafs x nicht 
kleiner als Tg sein kann, x kann aber auch nicht gröfser als 
T= sein. Es sei daher a; ^ Sj ■ 

Ich bilde also das Quadrat über der Seite 3 — 3yX; dies 
Quadrat wird 12^a:* + 9 — 21a; sein. Wird dasselbe gleich 
9 — 3^ gesetzt, so ergiebt sich 

84 

^ 63' 

Daraus folgt 



und wenn hierron 2 subtrahiert wird, so bleibt der eine Teil 
der Zahl 1, nämlich ^^; der andere Teil wird dann ^^ 
sein, und durch diese Werte wird der Aufgabe genügt*). 



*) Bei der Eigentümlichkeit des angewandten LSsungsverfahrenB 
und den Schwierigkeiten, die es bietet, scheint ea mir am Platze, 
die LCsnng in aller Kürze zu wiederholen: 

Wenn die gesuchten Teile der Einheit mit x und 1 — x be- 
zeichnet werden, so floll x -\- ^ =P*, 1 — a: + 6 ^ 2* sein, wo 
j)', g* rationale Brüche sein werden. Da nun l>a:>0 ist, so 
mufs offenbar ^ zwischen 2 und 3 liegen. Weiter folgt J>* + 3* "^ 9, 
g* ^ 9 — j)*. Wir haben also den Ausdruck 9 — p* in ein 
Quadrat zu verwandeln, dabei aber im Auge zu behalten, dafs 
2 <;)*< 3 werde. 

Statt 2 und 3 wählt Diophant zwei Qnadratzafalen, von denen 
die eine etwas grölser als 2, die andere etwa.B kleiner als 3 ist, 
als engere Grenzen für p*, um mittels deraelben Grenzen für p 
zu erhaltenj als untere Grenze nimmt er -77, als obere T77; 
dann liegt also p zwischen ^r und tö' 
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14. Aiifgabe. Die Zahl 1 in drei Teile tou der Be 
schaffenheit zu teilen, dafs jeder Teil, wenn er un 
eine und dieselbe gegebene Zahl vermehrt wird, eii 
Quadrat bilde. 



Jetzt verwandelt er den Auadruck 9 — p' auf die gewChn- 
liebe Weise in ein Quadrai Er setzt 

wo h vorläufig unbestimmt bleibt, und erhält 





■^ 1 + k* 


& ist nun erstens so 


zu wählen, dafs 


sei. Carans folgt 


Cfc 17 



17k^^72k< — 17 

(I7fc)' — 72(17*} < — 289 

(llky — 72(17fc) + 1296 < 1007 

17fc — 36<31,7... 

d. i. 

Ä < 3,9 . . . 

Zweitens soll \~i^ft'^jö ^ö'"' daraus wUrde sich 

ft > 3,5 . . . 
ergeben; Diopbant setzt aber k ^ 3,6. Obwohl nun diese Zahl 
kleiner ala die untere Grenze ist, ist sie doch nicht falsch, da die 
gewählte obere Grenze von p', nSmlich i--^) nicht nahe genug 
an 3 liegt. Hätte man z. B. -^j, welches auch noch <C 3 ist, 
als Grenze fUr p*, also tt als Grenze lUr p genommen, so würde 
sich für k die Zahl 3,2 ... als untere Grenze ergeben haben. Die 
Annahme k ^ 3,5 ist somit zulässig; anf Grund derselben findet 
man nun leicht 

_ 84 i 7058 

* ~ 63' ^ '^ 2809' 

. „ 1433 , 1!71 
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Es darf jedoch die gegebene Zahl weder 2, noch 
ein um 2 vermehrtes Vielfache von 8 sein. 

Änflösang. Es wird verlangt, die Zahl 1 in drei Teile 
zu teilen und jeden Teil um 3 zu vermehren; dadurch soll 
jeder Teil eine Quadratzahl werden. 

Es ist also wieder 10 in drei Quadrate von der Beschaffen- 
heit zu zerlegen, dalä jedes derselben grofser als 3 sei. Wenn 
ich also 10 nach der Methode der Beinah egleichheit^) in drei 
Quadrate teile, von denen jedes grÖfser als 3 ist, und von 
jedem dieser Quadrate 3 auhtrahiere, ao werde ich die drei 
Teile erhalten, in welche die Zahl 1 zerlegt werden soll. 

Wir nehmen also den dritten Teil von 10, d. i. 3y, und 
untersuchen, welcher quadratische Bruch zu äj zu addieren 
ist, damit ein Quadrat entstehe. Wird alles mit 9 multi- 
pliziert, so haben wir zu sehen, welchen quadratischen Bmch 
wir zn 30 zu addieren haben, damit die Summe ein Quadrat 
werde. Der zu addierende Bruch sei —5 ■ Wird alles mit a^ 
multipliziert, so ist 30ic* -\- 1 in ein Quadrat zu verwandeln. 
Dieser Ausdruck sei gleich dem Quadrat über der Seite 5x -\- 1- 
Dann ist das Quadrat 

25j* + lOi + 1 = •dOx' + I, 
und daraus ergiebt eich 

x^2, ^" = 4, A = ^- 
Wenn aber 30 um - vergröfsert wird, so wird 3^ um 0^ ver- 
mehrt, und durch diese Addition entsteht das Quadrat -55- ■ 
Man mufs daher 10 in drei Quadrate von der Beschaffenheit 
teilen, dafs die Seite jedes derselben nahezu gleich — ist. 

Nun besteht aber 10 aus den beiden Quadraten 9 und 1. 
Wir teilen jetzt 1 in zwei Quadrate, nämlich ^ und rr, so 



*) Das Wesen dieser eigentümlichen Methode («a()(ffowjg oder 
wa^tfföiJjto j ayaty^ iat in V, 12 und V, 14 von Diophaut selbst 
hinISnglich deutlich aus einander gesetzt. 
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dftfs 10 die Summe der drei Quadrate 9, ^t, 07 i^t. Dann 
haben wir es so einzurichten, dafs die Seite jedes dieser 
Quadrate nahezu gleich ^ werde. Die Seiten sind aber 
^ ' "5 ' ¥ ^^^^> ^ßntt alles mit 30 multipliziert wird, 90, 24, 18. 
Durch dieselbe Multiplikation wird -^ zu 55, Wir müssen also 
jede Seite nahezu gleich 55 zu machen suchen. 

Zu diesem Zwecke setzen wir die Seite des ersten Qua- 
drats gleich 3 — 35», die des zweiten gleich 31x -\- t, die 
des dritten gleich 37» + v, 

r, 65 „ SB 4 , 31 3 , 87 . ,1 

L^* 30 = 3-30=6 +30=6 +30 '^*J- 

Die Summe der Quadrate Ober diesen Seiten wird dann 

35553:* + 10 -;- 116a; sein. Wird dieser Ausdruck gleich 10 

gesetzt, so ergiebt sich 

U6_ 

^ ~ 3565 ■ 
Wenn man diesen Wert in die Ausdrücke fiir die Seiten ein- 
setzt, so erhält man die Seiten der Quadrate, folglich auch 
die Quadrate selbst, und das übrige ist an sich klar*). 

*> [3-35.« = ^?- 31^ + ^ = -— 
> L<J ÖÖX= jj^ , ÖIX-^ 6 711 ' 

1286 



(3 — 35 a;)' 



37^+6 
1 745 0*1 



605 621 ' 
328 478 



I = (3 — 35x)'- 3 = 

II = {31x + 1)^-3 = 

111= (37a! -1- |)*-3 = 

Von besonderem Interesse bei dieser Aufgabe ist die Determi- 
nation. Die gegebene Zahl a mufs so beschaffen sein, dafs sich 
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16. Aufgabe. Die Zahl 1 in drei Teile von der Be- 
schaffenheit zu teilen, dafs, wenn man den ersten um 



3a + 1, falls es nicht selbst eine QuadratzBhl ist, in zwei oder 
drei Quadrate zerlegen läfst. Diopbant sagt non, a dürfe nicht 
Ton der Form 8ib -|- 2 sein, wo i jede ganze Zahl, die Kuli nicht 
auBgeachloBsen, sein kann. Für diesea a wird 3a-|- 1 =24i-|- 7, 
Nun ist der Divisor 3 hier ohne Bedeutung, da 
24i + 7 = 3k' + 1 (mod. 3) 

ist und Zahlen von der Form SA'-I^ ^ Quadrate, wie auch 
Summen TOn zwei oder drei Quadraten sein können. Diopbant 
Bcbliefst also nur alle Zahlen a aus, für welche 3o-|- 1 von der 
Form &k -^ 7 ist, und da es auch unbrauchbare Zahlen giebt, 
die nicht diese Form haben, so ist seine Determination nicht ge- 
nügend. Das bat schon Bachet bemerkt, aber erst Fermat hat 
eine erschöpfende Determination gegeben; er sagt: 

„Die Determination Bachets ist ungenügend, ja 
seine Versuche sind nicht einmal genau; denn die Zahl 
37 fällt auf die Grenze, nicht , in die Regel. 

Die richtige Determination mufs so abgefafst 
werden: 

Ifan bilde zwei geometrische Reihen mit dem Ex- 
ponenten 4, von denen die eine mit 1, die andere mit 8 
beginnt; die letztere schreibe man in folgender Weise 
unter die erstere: 

1, 4, 16, 64, 256, 1024, 4096, . . . 
8, 32, 128, 512, 2048, 8192, 32 768,... 
Nun betrachten wir zuerst das erste Glied der zweiten 
Reibe, d. i. 8; über demselben steht 1; also darf die ge- 
gebene Zahl weder das Doppelte von 1 sein, noch ein 
Vielfaches von 8 um das Doppelte von 1 übertreffen. 

Sodann betrachten wir das zweite Glied der zweiten 
Reihe, d.i. 32. Nehmen wir die darüber stehende Zahl 4 
doppelt, so erhalten wir 8; werden alle vorhergehenden 
Glieder der ersten Reihe (in diesem Falle ist das nur 1) 
dazu gezählt, so giebt das 9. Wir nehmen daher die 
beiden Zahlen 32 und 9 nnd sagen: Die gegebene Zahl 
darf weder 9 sein, noch am 9 gröFser als ein Vielfaches 
von 32. 

Weiter nehmen wir das dritte Glied der zweiten 
Reihe, d. i. 128. Das Doppelte der in der ersten Reihe 
darüber stehenden Zahl 16 ist 32; werden alle vorher- 
gehenden Glieder der oberen Reihe, nfimlich 1 und 4, 
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eine gegebene Zahl, den zweiten um eine zweite 
gegebene Zahl and ebenso den dritten om eine 
dritte gegebene Zahl vermehrt, jeder Teil ein Qua- 
drat werde. 

Auflösung. Die gegebenen Zahlen seien 2, 3 und 4. 
Dann läuft die Aufgabe wieder darauf hinaus, die Zahl 10 
in drei Quadrate zu zerlegen, von denen das erste grölser als 
2, das zweite gröfser als 3, das dritte gröfser als 4 ist. Wenn 
wir also die Einheit halbieren and jede der drei Zahlen am 
-- vermehren, so haben wir ein Quadrat zu suchen, welches 



dazu gezählt, so erhftlt mau 37. Wir nebmen daher die 
Zahlen 128 und 37 und sagen: Die gegebene Zahl darf 
weder 37, noch um 37 gröfser sein als ein Vielfaches 
von 128. 

Betrachten wir weiter das vierte Qlied der zweiten 
Reihe, eo finden wir auf die dargelegte Weise die Zahlen 
512 und 149; die gegebene Zahl darf also weder 149 Bein, 
noch ein Vielfaches von 512 um 149 fibertreffen. 

Diese Methode, welche unverändert und ins Unend- 
liche fortgesetzt anzuwenden iet, hat weder Diopbant 
allgemein angegeben, uoch Dachet entdeckt, dessen Ver- 
suche sogar, wie ich schon oben bemerkt habe, fehler- 
haft sind, nicht hlofs hinsichtlich der Zahl 37, welche 
innerhalb der Grenzen der Versuche liegt, die er für 
genau hält, sondern auch hinsichtlich der Zahl 149 und 
anderer." 

Da ttber 2 . 4"+' die Potenz 4» steht, und da 

1 + 4 + 4« -h ■ ■ . + 4— > = ^ 
ist, so sagt Format:' 

Die gegebene Zahl a kann weder 

..4. + i:^_L4^ 

noch 

2t.i.+. + '■';-' „ ^"■'•+'-''-^ 

sein; also darf 3a -f" 1 nicht die Form 
4''(24ft-|-7) . 
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gröfser ab 2 und kleiner als 2^ ist, ein zweites Quadrat, 
welches gröfser als 3 and kleiner als 3-^- ist, endlich ein 
drittes Quadrat, welches zwischen 4 und 4^ Hegt. 

Es kommt somit alles darauf an, die Zahl 10, welche die 
Summe von zwei Quadraten ist, in zwei andere Quadrate zq 
zerlegen, von denen das eine gröfser als 2 und kleiner als 2y 
ist; wenn wir von diesem Quadrat 2 subtrahieren, so erhalten 
wir den einen der gesuchten Teile der Zahl 1. Weiter haben 
wir das andere der beiden Quadrate [aus denen 10 besteht] 
aufs Neue in zwei Quadrate zu zerlegen, von denen das eine 
gröfser als 3 und kleiner als 3^- ist; wird von diesem Quadrat 
3 subtrahiert, so ergiebt sich der zweite gesuchte Teil der Zahl 1. 
Auf diese Weise finden wir dann auch den dritten Teil*). 

*) Das erste der drei Quadrate, in welcbe 10 zerfallt werden 
soll, mufs zwischen 2 und 3 liegen, also in der Nähe von 2^- 
Wir suchen daher 2y -{ j oder auch i \2j -( A , d. i, 

10 ~l" (" ) 1 oder, wenn — statt — geschrieben wird, 10 -f" -rs" 
zu einem Quadrat zu machen. Zu diesem Zwecke setzen wir 

lOy'+l =(3y+ 1)*; 
dann ergiebt sieh ;; = 6, ^* = 36, x^ ^ 144, also 

^t -r ar' 144 W 

Dies ist ein Näherungswert der Seite des ersten Quadrats. 

Weiter suchen wir, da 10 die Summe zweier Quadratzahlen, 
i^mlich 1 und 9, ist, einen Näherungswert für die Seite eines 
zweiten (nicht des gesuchten zweiten) Quadrats, welches mit dem 
1 10 beträgt. Zu diesem Zwecke machen wir 



7;+^ od" l('l+i)-80 + ( 



oder, wenn — statt — geschrieben wird, 30 -| — ^ zu einem Qua- 
drat, indem wir 

30?/' + 1 = (6j/ + 1)* 
setzen. Es ergiebt sich 
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16. Aufgabe. Eine gegebene Zahl in drei Zahlen 
TOD der Beachaffenheit zu teilen, dafa die Summe je 
zweier dieser Teile ein Quadrat sei. 



und es ist 

» T^ 16 IS \4/ Via/ 
Ein NfthemngBwert der Seite des zweiten Quadrats ist also t^- 

D.nuBlO-l' + 3'«iidg-l+i, g-a-j^isl, so 
setzen wir 

(1 + 7xy + (3 — 3xy = 10 

and erhalten leicht 

_ 2^ 

* ~ 29' 

(3-3«)--(3-i,)--(sr=s- 

Quadr 
zwischen 2 und ( 
Den Best vo 

zwei Quadrate zn teilen, von denen das eine, das wir 3? nennen 
wollen, zwischen 3 und i Hegt. Statt dieser Grenzen nehmen wir 
49 ,64 „ „ , 
Tg und Tg • Es soll also 

16 ^ ^16' 
oder 

sein. Das dütte gesuchte Quadrat wird -öjt ar* sein. Setzen wir 

6661 g /8i Y 

841 ~ * ~ lag *^^ ' 
so ergieht sich 

* '^ 39 (1 + i») ■ 
Kun mufs ft so gewählt werden, dafs erstens 

162t . 7 
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Anflösung. Die gegebene Zahl sei 10, Da nun die gröfste 
nnd die mittlere der gesuchten Zahlen, ebenso die mittlere 
und die kleinste, endlich auch die dritte und die erste Zahl 
je ein Quadrat bilden, so ist die doppelte Summe der drei 
Zahlen gleich der Summe von drei Quadraten, von denen 
jedes kleiner als 10 ist. Die doppelte Summe der drei Zahlen 
ist aber gleich 30. Wir mÜsseD also 20 in drei Quadrate 
zerlegen, von denen jedes kleiner als 10 ist. 

Nun besteht 20 aus zwei Quadraten, nämlich 16 und 4, 
nnd wenn wir eins der gesuchten Quadrate gleich 4 setzen, 
so haben wir noch 16 in zwei Quadrate za teilen, von denen 
jedes kleiner als 10 isi Wir haben aber schon [in V, 13] 
gelernt, ein gegebenes Quadrat [hier 16] so in zwei Quadrate 
zu teilen, dafs das eine [folglich auch das andere] grolser als 
6 und kleiner als 10 seL Wird also 16 in dieser Weise zer- 
legt, so ist 20 in drei Quadrate geteilt, von denen jedes 



ist; daraus folgt 
Zweitens mufs 


* < 2,8 . . . 


sein; daraus folgt 
Wir dürfen also 


29(1 + k')<^ 
Ä>2,3... 




ft = 2,5 




iesen Wert ist 




1820 g 2 624 400 
^ 841 ' ^ 707 281 




6561 g_ 2893 401 
841 * 707 "281 


Die drei gesuchten Quadrate sind also 




184» 2 624 400 2 893 401 




841 ' 707 281 ' 707 281 



und wenn wir vom ersten 2 , vom zweiten 3 , vom dritten 4 
subtrahieren nnd alle Resultate gleichnamig machen, so erbalten 
wir die geeuchten Zahlen, nämlich 

140 447 „ _ 502 657 „ 64 277 

" 707 281 ' 707"281 " 



sdbyGoOgle 



V. BDoh. 221 

kleiner als 10 ist, und wenn wir jedes dieser Quadrate von 
10 subtrahieren, bö bilden die Summen je zweier der erlialt«nen 
Reste Quadrate*). 



17. An^sabe. Eine gegebene Zalil so in rier Teile 
za teilen, dafs die Summe je dreier derselben ein 
Quadrat sei. 

Anflösong. Die gegebene Zahl sei 10. Da nun die 
Summe der ersten Zahl und der beiden folgenden ein Quadrat 
giebt, und da dasselbe der Fall ist mit der Summe der zweiten 
Zahl und der beiden folgenden, der Summe der dritten Zahl 
und der beiden folgenden, sowie endlich der Summe der vierten 
Zahl und der beiden folgenden, so wird die dreifache Summe 
der vier Zahlen gleich einer Summe von vier Quadraten sein. 



*) Die Zahl 16 soll in zwei Quadrate geteilt werden, 

16 = 3!^ + (16— a;*), 

Ton denen jedes kleiner als 10 ist; also mufs das eine, etwa t^, 

zwischen 6 und 10 oder auch zwischen — oud 9, also x zwischen 

-s- und 3 liegen. 

Um mm 16 — a^ zu einem Quadrat zu machen, setzen wir 
16 — x» = (4 — hxY 
und erhalten 

Sit 

über h haben wir so zu verfügen, dafs erstens 

1 + i' -^ 8 
und zweitens 

1 + i' *^ "* 

werde. Dadurch ergeben sich fUr h die Grenzen 2,84 - ■ ■ und 
2,21 .... Wir dürfen also z. B. ä = 2,6 annehmen. Für 

,. -rn ^ ■ 1. 80 , 6400 ,. , 7066 , . 

diesen Wert wi x ^ ^, x' =" -07T- , 16 — x^ ^ , und wir 
erhalten für die gesuchten Zahlen 

^ „ 604ß , 2010 1354 
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Die dreifache Summe der vier Zahlen iBt aber 30. Wir haben 
also die Zahl 30 in vier Quadrate zu zerlegen, von denen 
jedes kleiner als 10 ist. Daa ge!<chieht auf folgende Weise: 

Wenn wir jedes der vier Quadrate möglichst nahe an 
7^ bringeu und darauf jedes dieser Quadrate von 10 subtra- 
hieren, 80 erhalten wir die gesuchten Zahlen. Wenn ich aber 
die Zahl 30 betrachte, so sehe ich, dafs sie die Summe von 
16, 9, 4 und 1 ist. Von diesen vier Quadraten nehmen wir 
9 und 4, da jedes derselben schon kleiner als 10 ist. Dann 
erübrigt noch, 17 in zwei Quadrate zu zerlegen, von denen 
jedes kleiner als 10 sei. 

Wenn wir nun, wie wir es schon gelernt haben, 17 so 
in zwei Quadrate teilen, dafs das eine dieser Quadrate gröfser 
als 8g- und kleiner als 10 ist, so wird jedes derselben kleiner 
als 10 sein, und wenn wir jedes dieser Quadrate von 10 sub- 
trahieren, so werden wir die beiden noch fehlenden gesuchten 
Zahlen erbalten. Zwei dieser Zahlen hatten wir nämlich schon 
ermittelt, da sich für die eine 6, für die. andere 1 ergeben 
hat. Die Aufgabe ist somit gelöst*). 



*) Um 17 in zwei Quadrate zu zerlegen, von denen jedes 
kleiner als 10 ist, machen wir 

8^- + ^ oder 4(8^+ ^,) = 34 + (|-)' 

oder, wenn — «= ^ gesetzt wird, 34 -[ ^ zu einem Quadrat. Zn 

diesem Zwecke setzen wir 

34y» -f- 1 = (62* - ly 



und erhalten 








In der That ist 


.1 1225 
^i ^^ 144 U4 
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1 
~ 1«' 


also ~ ein NSherungswert der Seite 
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Da nun 17 


= 1^ + 4* mid 
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18. Aofgabe. Drei Zahlen von der Bescbaffenlieit 
zu finden, dafs der Kubus ihrer Summe, wenn er nm 
jede der Zahlen vermehrt wird, wieder einen Eubus 
giebt 

AoflSsilDg. Wir setzen die Summe der drei gesuchten 
Zahlen gleich x und die erste dieser Zahlen gleich Is^, die 
zweite gleich 2&3?, die dritte gleich 63:e*. Dann ist schon 
die Bedingung erfüllt, daTs der Kubus der Summe der drei 
Zahlen, wenn er um jede derselben vermehrt wird, einen 
Eubus bildet. 

Ss erflbrigt noch, dafs die Summe der drei Zahlen gleich 
X BeL Diese Summe ist aber 96 x^. Es soll also 

963^ = X 
sein. Wird alles durch x dividiert, so folgt 

96a;>=l. 
Nun ist 1 eine Quadratzahl; wenn daher auch 96 ein Quadrat 
wäre, so wäre die Aufgabe gelöst. 

Ich untersuche nun, auf welche Weise 96 entstanden ist. 
96 ist die Summe von drei Zahlen, von denen jede, wenn sie 
um 1 vermehrt wird, einen Kubus bildet. Die Aufgabe ist 
also darauf zurückgeführt, drei Zahlen von der Beschaffenheit 
zu suchen, dafs eine jede, wenn sie um 1 vermehrt wird, 
einen Kubus gebe, und dafs zugleich ihre Summe ein Qua- 
drat sei. 



ist, so setzen wir 

17 = (1 + 23a;)' + (4 ~ 13a:)* 
und erhalten 

29 

'^ "" 319 ■ 
Ditraus ergiebt sich dano 

, 1108 , ,g 1 038 361 

4-13a:=-^g-, (4-13^) =-fär^ör' 

Die beiden letzten gesuchten Teile von 10 sind somit 

... _ 18S 764 179 649 

~ 121801 ' 121 801 ■ 
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Wird die Seite dea ersten Kubus gleich, a: + 1 j die des 
zweiten gleich 2 — x, die des dritten gleich 2 gesetzt, so 
wird der erste Eubua st? + 3a:* + 3a: -j- 1, der zweite 
6a;* + 8 — x\ — 12a:, der dritte 8 sein. Ich subtrahiere von 
jedem dieser Kuben 1 und setze die erste Zahl gleich 
x^ -f- Sa;* 4- 3a:, die zweite gleich 6a;* + 7 — a^ — 12a;, die 
dritte gleich 7. Dann erübrigt noch, dals die Summe dieser 
Zahlen ein Quadrat bilde. Biese Summe ist aber 

93:* + 14 — 9a;. 
Wird dieser Ausdruck gleich dem Quadrat über der Seite 
3a: — 4 gesetzt, so ergiebt sich 



337B' 
J8 577 ,. , .,, « 
-göiT-j die dritte 7 sein. 

Jetzt gehe ich zur ursprllnglich gestellten Aufgabe zurück 

und setze die erste Zahl gleich -^^g ^, die zweite gleich 

og- a:", die dritte gleich 73:* und die Summe der Zahlen 

gleich X. Dann wird 

4 3 740 , 

3376 * '=^- 

Wenn man den Koeffizienten Ton a^ durch 15 hebt und beide 
Seiten durch x dividiert, so folgt 

2916a^ = 225, 
und daraus erhält man 

16 
''54' 

Diesen Wert setzt man in die Ausdrücke für die gesuchten 
Zahlen eiii, und dann ist die Aufgabe gelöst*). 



a:==- 



*) WirdI-=(o8_i)3;3^ JI-=(6*— 1)3^', III = (c*— 1)3;' 
und I + II 4" III = ^ gesetzt, so ergiebt sich die Gleichung 
(1) (a> + !,' + o'-3)i'-l; 

es ist also a^ -\- h'^ -\- c' — 3 in ein Quadrat au verwandeln. 

Diopbant stellt nun eine Abhängigkeit zwiachen a, 6, c fest, 
und zwar in der Weise, dafs ans dem in ein Quadrat zu ver- 
wandelnden Ausdruck die dritte Potenz der Unbekannten verschwin- 
det und der Koeffizient der zweiten Potenz eine Quadratzahl wird. 



DiclzedbyGoOgle 



V. Bnch. 225 

19. Aufgabe. Drei Zahlen von der B«acliaffeiilkeit 
zu finden, dafs der Kubus ihrer Summe, wenn er um 
jede der Zahlen vermindert wird, einen Kubus giebt 
Änflösnng. Wir setzen wieder die Summe der Zahlen 
gleich X, die erste Zahl gleich jr", die zweite gleich 5= «* 
und die dritte gleich ^; ^- Dann erfibr^ noch, dafs die 
Summe dieser Zahlen gleich x sei. Es wird also 

i877 s 

1728^ — ^• 

oder, wen» beide Seiten durch x dividiert werden, 

Da nun 1 eine Quadratzahl ist, so müfate auch der Koeffizient 
von 3:* ein Quadrat sein. Wie ist aber dieser Koeffizient ent- 
standen? Dadurch, dafs wir die Summe von drei Kuben, von 
denen jeder kleiner als 1 ist, von 3 subtrahierten. Es kommt 
also darauf an, drei Kuben zu finden, von denen jeder kleiner 
als 1 ist, und deren Summe, wenn sie von 3 subtrahiert wird, 
ein Quadrat als Elest liefert. 

Wir wollen, dafs jeder Kubus kleiner als 1 sei; wenn 
wir es also so einrichten, dafs die drei Kuben zusammen 
kleiner als 1 sind, so wird jeder einzelne gewifs kleiner als 
1 sein. Es mufs dann das [bei der Subtraktion von 3] übrig 
bleibende Quadrat gröfser als 2 sein. Setzen wir dieses Übrig 
bleibende Quadrat gleich 2~, so haben wir -j in drei Kuben 
zu zerlegen. Wir erweitern diesen Bruch in der Weise, dafs 



Das geschieht z. B., nenn a als die Unbekannte angesehen, 

6 =■ 3^* — o gesetzt wird, wo ^ eine beliebige Zahl ist, und 
flir c eine beliebige bestimmte Zahl y genommen wird. Dann wird 

üi» + i,a -f. c» _- 3 = gjäSflü _ ^i^a + (27 j3^ + / — 3). 

Dieser Ausdruck ist auf die gewöhnliche Weise in ein Quadrat zu 
verwandeln. Dadurch wird a, also auch i> bestimmt, und durch 
Einsetzung der Werte von o, h, C in Gleichung (l) erhält man 
einen rationalen Wert von x, der seinerseits rationale Werte von 
I, 11, III liefert. 

Diophnnl, Atlthmetlk. 15 
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sein Nenner £hie Eubikzahl, eiwa 216 wird. Dann miiasea 
wir 162 in drei Kubeti zerlegen. 162 ist die Summe aus der 
Kubikzahl 125 und der Differenz der Kuben 64 und 27. Wir 
haben aber in den Porismen den Satz, dafs die Differenz zweier 
Kuben immer auch eine Summe von zwei Kuben ist. 

Jetzt geben wir zu der uraprflnglich gestellten Aufgabe 
zurück, nehmen jede der gefundenen Kubikzablen und subtra- 
hieren dieselbe von 1. Die Reste nehmen wir als die [Koef- 
fizienten von 3? in den Ausdrücken der] gesuchten Zahlen an, 
deren Summe wir gleich x setzen; dann trifft es schon zu, 
dafs der Kubus der Summe der drei Zahlen, wenn er um jede 
der Zahlen vermindert wird, einen Kubus giebt. 

Es erübrigt noch, dals die Summe der drei Zahlen gleich 
X sei. Diese Summe ist aber 2-jic*. Wird dieser Ansdrucb 
gleich X gesetzt, so ergiebt sich 



und diesen Wert hat man in die Ausdrücke ßir die gesuchten 
Zahlen einzusetzen*). 

*) Setzen wir 
l-'^.-sf, 11-^7-:«', Ill-'-^a^', 
I -|- II + III ^ X, so ergiebt sieb die Gleichung 

es ist also -ifer Ausdruck 

in ein Quadrat zu verwandeln, und zwar mufs dieses Quadrat 
-< 3 sein. 

Diophant nimmt fUr dasselbe willkürlich 2-^; dann ist 

Wenn also — in drei Kuben zerfallt wird, so ist die Aufgabe ge- 
löst. Nun ist 

£ 162 L^ö,^ ^ 

4 216 äl6~r2i6 älß' 
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20. Aufgabe, Brei Zahlen von der Beschaffenheit 
zu finden, dafs eine jede, wenn sie nm den Enbus der 



also nach IV, 2, Anmerkung, 1. Aufgabe von Bachet, 



Wir erhalten dahw, da a;' '= „f isti 

T = — — IT — * ^^^ ^^^ A TIT = - 



An Bachets Besprechung der Lösuag dieser Aufgabe knüpft 
Fermat die folgende Bemerkung, die wohl verstanden werden 
wird, auch wenn ich von einer Wiedergabe der Bachet' sehen 
Erörteioingen Abstaud nehme. 

„Diophant giebt die Art der Lösung nicht an, oder 
■der griechische Text ist verdorben. Bachet glaubt, Dio- 
phant sei fbei der Wahl von 2j] durch den Zufall nnter- 
Btfltst worden, was ich aber nicht zugebe, da ich die 
Methode Diophants nicht für schwer zu finden halte. Es 
ist ein Quadrat zn suchen, welches swischen 2 und 3 
liegt, und welches, wenn es von 3 subtrahiert wird, einen 
Best giebt, der sich in drei Kuben zerfallen läfst. Wird 
die Seite des gesuchten Quadrats gleich einem um 1 
verminderten beliebigen Vielfachen von x, z. B. gleich 
X — 1 gesetzt, so giebt die Subtraktion des Quadrats 
von 3 den Best 2 — x^ -{- 2x. Die drei Kuben, deren 
Summe diesem Ausdruck gleich sein soll, hat man so zu 
bilden, dafs zuletzt eine Gleichung Kwisohen zwei allge- 
meinen Ausdrücken bleibt, in welchen die Exponenten 
von X um 1 verschieden sind. Dies kann auf unzählig 
viele Arten bewirkt werden. Der eine dieser Kuben 
habe die Seite 1 — ^x, die andere (damit x in der Summe 
beider den Koeffizienten 2 erhalte) 1 -^x; dann ist die 
Summe der beiden ersten Kuben 2 ■}- 2x -^ 3jX* -^ ^x^. 
Wird dies von 2+ 2x — x^ subtrahiert, so bleibt für den 
dritten Kubus — 4yic* — ^'"^^ ^i* Seite dieses dritten 
Kubus darf also nur ein Vielfaches von x und mufa mit 
dem Zeichen — behaftet sein. Auch macht es keine 
Schwierigkeit, den Koeffizienten von x hierbei so zu 
wählen, dafs der Wert von —x positiv und kleiner als 1 

15^ 
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Snmme der drei Zahlen vermiodert wird, einen En- 
bue als Rest gebe. 

AnflÖBOng, Wir setzen wieder die Snmme der drei Zahlen 
gleich X, die erste Zahl gleich 2ir', die zweite gleich 9a^, die 
dritte gleich 38x^ Dann erübrigt noch, dals die Summe der 
Zahlen x sei. Diese Summe ist aber 39a;*. Es muTs daher 

391» = X 
sein, oder, wenn beide Seiten durch x dividiert werden, 
393;*=!. 

Wenn also der Koeffizient 39 von a:' eine Quadratzahl 
wäre, so wäre die Aufgabe gelöst. 39 ist aber die nm 3 
vermehrte Summe von drei Kubikzahlen. Wir müssen also 
drei Eubikzahlen suchen, deren Summe, wenn man sie um 3 
vermehrt, eine Quadratzabl wird. 

Wir nehmen an, die Seite des ersten Subus sei x, die 
des zweiten 3 — x, die des dritten ii^end eine bestimmte 

werde, und dafs die Seite des dritten Eubns kleiner als 
die des zweiten sei. Nachdem dies geschoben, wird der 
erste der Kuben offenbar kleiner als 1 sein, wie es ver- 
langt wurde. Da nun der zweite Kubas gröTser als 1 und 
der dritte mit dem Zeichen — behaftet ist, so ist offen- 
bar nocb die Differenz zwischen dem zweiten und dritten 
in die Summe zweier Kuban zu verwandeln, aus wel- 
chem Grunde sowohl bei Diopbant, wie bei mir dies die 
zweite Operation ist, die vorgenommen werden mufs. 

Wir haben aber, sagt Diopbant, in den Porismen den 
Satz, dafs die Differenz zweier beliebigen Kuben gleich 
der Summe zweier Kuben ist. 

Hier bleibt Bacbet wieder stecken, und da ihm die 
Porismen Diopbants fehlen, so behauptet er, diese zweite 
Aufgabe bedürfe einer Determination. Er lehrt nämlicb 
die Differenz zweier Kuben nur unter der Bedingung in 
die Summe zweier Kuben verwandeln, dafs der gröfsere 
der gegebenen Kuben mehr als das Doppelte des kleineren 
beträgt. Denn er weifs nicht, wie er freimütig gesteht, 
dafs die Differenz zweier ganz beliebigen Kuben in die 
Summe zweier Kuben verwandeU werden kann. Ich habe 
x>ben bei der 2**" Aufgabe des 4'"' Buches glücklich das 
Verfahren entdeckt, diese und die übrigen Aufgaben 
dieser Art allgemein zu lösen." 
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Zahl, etwa 1. Dann ist die Summe der drei Kaben gleich 
9»:^ -p 28 — 273:. Wird hierzu 3 addiert, so erhalten wir 
9a;* + 31 — 27a:. Diesen Ausdruck setzen wir gleich dem 
Quadrat über der Seite 3a: — 7, so ergiebt sich 



Das ist die Seite des ersten Eubus; die des zweiten ist — , 
die des dritten 1. Den Kubus jeder dieser Seiten vermehre 
ich um 1 und setze, indem ich zur ursprünglichen Aufgabe 
übergehe, jede der gesuchten Zahlen gleich ^ mit je einer 
der erhaltenen Zahlen als Koeffizienten. Dann erübrigt noch, 
dals die Summe der drei Zahlen gleich x werde. Es wird also 

und daraus folgt 



Dieser Wert ist in die Ausdrücke fttr die gesuchten Zahlen 
einzusetzen*). 

ai. Aufgabe, Drei Zahlen zu finden, die so be- 
schaffen sind, dafs ihre Summe ein Quadrat ist, und 
dafs der Kubus ihrer Summe, wenn er um jede der 
Zahlen vermehrt wird, ebenfalls ein Quadrat giebt. 

Aoflösaiig. Damit die Summe der drei Zahlen ein Qua- 
drat sei, setzen wir dieselbe gleich ^\ femer nehmen wir an, 

*) Wird I == (a' + l)a;^ II = (ö' + \)t', HI i= (c* + 1)3;» 
und I 4* II -f~ in ^ X gesetzt, so ergiebt sich wie in V, 18, dafs 

in ein Quadrat verwandelt werden mufs. Um diesen Ausdruck 
zu einer Funktion zweiten Qrades fflr eine unbekannte, etwa a, 
zu machen und dabei zu bewirken, dafs der Koeffizient von 1^ 
eine Quadratzahl werde, setzen wir & '^ 3^^ — a und c gleich 
irgend einer bestimmten Zahl y, so wird 

flS _|_ (,3 _|_ pS _|_ 3 „ 9jsS(,a _ 27(3*a + {21 f + y' + 3); 
hat man diesen Ausdruck in ein Quadrat vernandelt und dadurch 
a, & bestimmt, Bo giebt die Gleichmig I + II -|- III == a: den 
Wert von ir. 
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die erste der gesuchten Zahlen sei 3 a:*, die zweite 8 a:*, die 
dritte 15a:^. Dann ist die Bedingung schon erffillt, dafs der 
Kubus der Summe der Zahlen, wenn er um jede der Zalilen 
vermehrt wird, ein Quadrat gebe. 

Es erübrigt noch, dafs die Samme der Zahlen gleich ** 
sei. Ihre Summe ist aber 26;r*. Wird 

gesetzt nnd beiderseits durch a^ dividiert, so folgt 

26rc< = 1 . 
Nun ist 1 eine Quadratzahl, defen Seite ebenfalb ein Quadrat 
ist. Daher müfste auch 26a:* ein Biquadrat sein. Der Koef- 
fizient 26 von «* ist aber die Summe dreier Zahlen, von denen 
jede, wenn sie um 1 vermehrt wird, eine Quadratzahl giebt. 
Es kommt also darauf an, drei Zahlen zu suchen, von denen 
jede, wenn sie um 1 vermehrt wird, ein Quadrat giebt, und 
deren Summe ein Biquadrat ist. 

Wir setzen die eine der gesuchten Zahlen gleich «* — 2a:*, 
die zweite gleich x* + 2a;, die dritte gleich a:* — 2a:. Jede 
dieser Zahlen bildet bei Addition von 1 ein Quadrat, und da 
die Summe derselben aufserdem ein Biquadrat ist, so ist die 
Aufgabe durch atigemeine Zahlen ansdriicke gelöst. 

Wird a: ^ 3 angenommen, so wird die eine der gesuchten 
Zahlen 63, die zweite 15, die dritte 3. 

Jetst gehen wir zur ursprünglich gestellten Aufgabe zu- 
rück und setzen wieder die Summe der drei Zahlen gleich a;*, 
die erste Zahl gleich Q'As?, die zweite gleich 15a:^, die dritte 
gleich 3a:*. Da nun die Summe dpr Zahlen ar^ sein soll, so muTa 

81a^ = a^ 
sein, und daraus folgt 



Wie man weiter zu verfahren hat, ^egt auf der Hand*). 

*) Wird \^{a^—l)x\ II = (6'— l)a:* Ill = (c*-l)a^ 
und I + II -f- III ^ 3? gesetzt, so ergiebt sich 
(«" + fcS 4- c« _ 3)j:* = 1 . 

Es ist also a" + ^^ + c* — 3 zu einem Biquadrat zu maofaen. Zu 
dieseTn Zwecke setzt Siopbant 
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92. Aufgabe, Drei Zahlen von der Beschaffenheit 
za finden, dass ihre Summe eine Quadratzahl ist, und 
dass der Kubus ihrer Summe ebenfalls ein Quadrat 
wird, wenn man jede der Zahlen davon subtrahiert. 

[Die LoBUDg dieser Aufgabe fehlt im Original. Wie 
Nesselmann (p. 410 ff.) überzeugend nachweist, sind hier 
ausserdem noch zwei Aufgaben mit ihren Lösungen und der 
Wortlaut einer dritten Aufgabe: 

Drei Zahlen zu finden, die so beschaffen sind, 
idass ihre Summe gleich einer gegebenen Zahl ist, 
und dass der Kubus ihrer Summe, wenn er um jede 
der Zahlen vermindert wird, ein Quadrat giebt. 
vom Schreiber weggelassen worden und gleich die Lösung 
dieser letzteren (weggelassenen) Aufgabe in noch dazu ver- 
stQmmelter Form gegeben. Diese letztere Aufgabe soll uns 
also hier beschäftigen.] 

Anflöeang. [Die gegebene Zahl sei 2. Da also die 
Summe der gesuchten Zahlen 2 ist, so ist] der Kubus ihrer 
Summe 8. Dieser soll ein Quadrat geben, wenn er um jede 
der Zahlen vermindert wird. [Wenn wir also 24 um die 
Summe der drei Zahlen, d. L 2, vermindern, so werden wir 
die Summe dreier Quadrate erhalten. Somit ist 22 die Summe 
von drei Quadraten, und man sieht leicht, dass jedes derselben 
zwischen 6 und 8 liegen muss.] Wir haben daher 22 in drei 
Quadrate zu zerfallen, von denen jedes [kleiner als 8 und] 



»' -(»'-!)' -»'-2»' +1 

j._ (.+ !)■_ „■ + 2„+l 

<!_ (._!)■_ „•-2»+l, 

wo « Tinbestimmt bleibt; dann wird 

a* + ft' + c" — 3 = M* und a: = -i- , 

also 

I _ (■■-«■- !, II _ ('+■)■-■ , ni_<^ 

X. B. ist für M — 3 
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grörser als 6 ist. Wenn wir dann jedes dieser Quadrate von 
8 Bubtrafaieren, so erhalten wir die drei geeuctten Zahlen. 
Wie man aber 22 in drei Quadrate zerlegt, von denen jedes 
zwischen 6 und 8 liegt, ist schon gezeigt worden*). 



23. Aufgabe. Einen gegebenen Bruch so in drei 
Brüche zy zerlegen, daas jeder derselben, wenn er um 
den Kubus ihrer Summe vermindert wird, ein Qua- 
drat bilde. 

Aoflösang. Der gegebene Bruch sei -- . Derselbe soll 
auf die vorgeschriebene Weise in drei Brüche zerlegt werden. 
Es soll also jeder der letzteren, wenn er um ^ vermindert 
wird, ein Quadrat geben. Folglich wird die Summe der 

*) Um die Aufgabe im Sinne Diophants zu Ende zu fuhren, 
imtersuchen wir, welchen quadratischen Bruch wir zu — oder - , 
alao zu 66 zu addieren haben, um ein Quadrat zu erhalten, d. h. 
für welchen Wert von x der Ansdruok 66 -j-—^, also auch 66a;* + l 
ein Quadrat wird. Setzen wir 

66a:* + 1 ==^(I + 8a;)^ 
80 ergiebt sich 

Es ist also 66 um — und daher 7^7 um r^x zu vermehren, um 
ein Quadrat zu geben. In der That ist T-^- + T=g ^ I „jj ' 

Da weiter 22 = 3* + 3*4-2^ und 65 — 48 = 17, 72—65 = 7 
ist, so haben wir 

22 = (3 — Tx)' + (3 ~ T^y + (2 + 17a;)' 
zu setzen und erhalten 



,. „ , . ,, . 1100 401 1100 401 1094 116 , ,. 

die Quadrate selbst -^^,-53-, ^iörüä^. "fiö^s^. ^^"^ d>« S«- 

1_ 104036 
39"' 149769 ■ 
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Brüche, wenn man sie um ~ vermindert, gleich der Summe 

von drei Quadraten, und wenn ich za jedem dieser Quadrate 

gT addiere, so werde ich die gesuchten Brüche erhalten. Das 

ist aher leicht. Es kommt nämlich nur darauf ao, , = — 

' L4 64 J 64 

in drei Quadrate zu zerlegen, was keine Schwierigkeit macht*). 



24. Aufgabe. Drei Quadratzahlen von der Beschaf. 
feoheit zu finden, dafs das Produkt derselben, wenn 
es um jede der Zahlen vermehrt wird, ein Quadrat 
bildet. 

Auflösang. Wir setzen das Produkt der drei Zahlen gleich 
j^ und suchen drei Quadrate, von denen jedes, wenn es um 
1 vermehrt wird, wieder ein Quadrat gieht. Das kann ver- 
mittels jedes rechtwinkligen Dreiecks geschehen. 

Ich wähle also drei rechtwinklige Dreiecke; wenn ich 
bei einem jeden derselben das Quadrat der einen Kathete 
durch das Quadrat der zweiten Kathete dividiere, so erbalte 
ich die verlangten Quadrate. [Nehme ich die Dreiecke mit 
beziehungsweise den Seiten 3, 4, 5; 5, 12, 13; 8, 15, 17], 
80 wird das eine Quadrat t^^, das zweite jTi^> ^^^ dritte 
^^^* sein, und jedes derselben bleibt ein Quadrat, wenn es 
um x' vermehrt wird. 

Nun soll noch das Produkt der drei Zahlen gleich x* sein. 
Dies Produkt ist aber ttt,,^^ ^*- Das soll cleich x* sein. 

6lo 4UU ° 

Wird alles durch x^ dividiert, so folgt 
14 400 , - 



*) Man erhält leicht 

13 _ 9^ . Jl_ , 9 
64 ~ 64 ' 25 "'" 40Ö ' 

und daraue ergeben sich fQr die gesuchten BrUcbe die Werte 
250 _89_ _61_ 
1600 ' 1600 ' 1600 ' 
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Es müssen dann auch die Seiten beider Quadratzahlea ein- 
ander gleich sein, also 

120 . . 

720^ =1- 

Nun ist die Einheit eine Quadratzahl. Wenn daher auch sös ** 
ein Quadrat wäre, so wäre die Aufgabe gelöst. Dem ist aber 
nicht so. 

Die Aufgabe iat somit darauf zurückgeführt, drei recht- 
winklige Dreiecke von der Beschaffenheit zu finden, daTs das 
Produkt auä den drei Loten, multipliziert mit dem Produkt 
aus den drei Basen derselben ein Quadrat bildet*). Dieses 
Quadrat wird also das Produkt aus den beiden ^atheten des 
einen rechtwinkligen Dreiecks zum Faktor haben, und wenn 
wir alles durch das Produkt aus den Katheten eines der ge- 
fundenen Dreiecke dividieren, so erhalten wir das Produkt 
aus den Katheten des zweiten Dreiecks, multipliziert mit dem 
Produkt aus den Katheten des dritten. Wenn wir daher 
3, 4, 5 als Seiten des ersten Dreiecks annehmen, so haben wir 
noch zwei rechtwinklige Dreiecke zu suchen, bei denen das 
Produkt aus den Katheten des einen das Zwolffache von dem 
Produkt der Katheten des andern ist. Es wird dann auch die 
Fläche des einen das Zwölffache der Fläche des andern sein. 
Wenn sie aber das Zwölffache sein mufs, so darf sie auch 
das Dreifache derselben sein. Solche Dreiecke sind nun aber 
leicht zu bestimmen, -und man erhält als Seiten des einen 
9, 40, 41, als Seiten des andern 8, 15, 17. 

Nachdem wir die drei rechtwinkligen Dreiecke ermittelt 
haben, kehren wir zur ursprüi^lich gestellten Aufgabe zurück 
und setzen das erste gesuchte Quadrat gleich -r-x*, das zweite 
gleich ö^^^t ^^^ dritte gleich j^ö^i"*- Wenn wir dann das 
Produkt der Zahlen gleich a? setzen, so erhalten wir für x 
einen rationalen Wert, der in die Ausdrücke für die Quadrate 
einzusetzen ist. 



*) Wenn v- ein Quadrat ist, so mura auch j ■ h ■= ah 
Quadrat sein, und umgekehrt. 
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r 729 , . 81 , , 8 ^ 10 , . , 

die ges^cliteii Quadrate -j , g- , rgj ■ *) 



*) Werden die gesuchten Quadraizahlen u*, «*, w' genannt, 
und sind ai,6i,c,; a2,6j,Cj; (is,6g,(^ beEiehungs weise die Ka- 
theten und die Hypotenuse dreier rei^twiiikligeii Dreiecke, so setzt 
Biophant 



und 


u^v» 


,(,* = j^. Dann 


ist 








«äpV« + w' - 


•■+y»'- 


= \^' 


also 


hat 


man nur noch der Bedingung 










= a^ oder j 


6A^ 



zu genügen, und damit sich fQr x ein rationaler Wert ergebe, muTs 
i',-T-, also auch aihiC^h^a^b^ eine Quadratzahl sein. 

Anmerkung Tßn Fermat: 

„Ich will die Methode Diophants, welche Bachet 
nicht begreift, wieder herstellen und erlSntern: Da das 
erste rechtwinklige Dreieck 3,4,5 und. das aus seinen 
Katheten gebildete Bechteck gleich 12 ist, so haben wir, 
sagt Diophant, zwei rechtwinklige Deiecke von der Be- 
schaffenheit zu suchen, dafs das Produkt aus den Ka- 
theten des einen das Zwfilffache des Produkts aus den 
Katheten des andern sei. (Der Grnnd ist der, weil dann 
das Produkt ans den Katbeten des einen in das Produkt 
aas den Katheten des andern eine Zahl liefert, welche 
eine 12 ähnliche FlSchenzahl*) ist, so dafs durch Uulti- 
plikation derselben, wie die Aufgabe fordert, eine Qua- 
dratzahl entsteht.) Auf diese Weise, fBhvt Diophant fort, 
wird dann auch die FlSche des einen das Zw5lffaehe der 
Flache des andern sein. Diese "Worte bedürfen keiner 
Erläuterung. Diophant fährt fort: Wenn sie aber das 
Zwfilffache sein mufs, so darf sie auch das Dreifache sein. 



*) Euklid VII, Erklärungen 16 und 21. Wenn zwei Zahlen 
einander verrielföltigen, so nennt man das Produkt aus denselben 
eine Flächenzahl und die Zahlen, welche einander verrielffiltigen, 
Seiten derselben, — Ähnlich sind Flächen zahlen, welche pro- 
portionierte Seiten haben. 
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26. Au^be. Drei Quadratzahlen von der Beschaf- 
fenheit zu finden, dass das Produkt derselben, wean 
es um jede der Zahlen vermindert wird, ein Quadrat 
giebt. 



Denn wenn man 12 durch die Quadratz&hl i dividiert, 
eo erhBlt man 3, und beim Multiplizieren entsteht immer 
ein Quadrat, da der Quotient zweier Qnadratzahlen eine 
Qaadratzahl ist Die weitere Lösung der Aufgabe giebt 
Diophant nicht; ich werde daher das Fehlende ergänzoD. 
Es möge in diesem Falle daa eine Dreieck vermittels der 
Zahlen 7 and 2, das andere vermittels 5 und 2 gebildet 
werden. Dann ist die Fläche des ersten Dreiecks [28,45, 
63] das Dreifache der Fläche des andern [20,21,29], und 
beide genügen der Aufgabe. Die allgemeine Regel, zwei 
i-eohtwinklige Dreiecke zu finden, deren Flächen in einem 
gegebenen Verhältnis zu einander stehen, ist folgende: 
Wenn sich das grSfsere Dreieck znm kleineren wie B : S 
verbalten soll, so bilden wir das gröfBore Dreieck ver- 
mittels der Zahlen 2B + S and B—S, das kleinere ver- 
mittels B-\- 2S und B^S; oder auch das erste Dreieck 
vermittels 2\B — S und JJ -(- S, das zweite vermittels 
2S — B und B -\- S; oder auch das erste Dreieck vermit- 
tels 6B und 2B~S, das zweite vermittels 4jR -f 5 und 
4J; — 2S; oder auch das erste Dreieck vermittels B + 4S 
und 2B — 4:S, das zweite vermittels 68 und B — 28. 

Aus dem Geaagteu kann eine Methode entnommen 
werden, drei rechtwinklige Dreiecke zu finden, deren 
Fischen sich wie drei gegebene Zahlen verhalten, wo- 
fern nur die Summe zweier dieser Zahlen das Vierfache 
der dritten ist. Sind z. B. B, S, T die drei gegebeneu 
Zahlen und B -\- T=iS, so bildet man die drei recht- 
winkligen Dreiecke auf folgende Weise: 

Das erste vermittels B-{-iS und 2B—iS, das zweite 
vermittels 6S und B — 2S, das dritte vermittels 45+r 
und iS — 22"; dabei haben wir aber jR>y vorausgesetzt. 

Hieraus läfst sich auch eine Methode entnehmen, 
drei rechtwinklige Dreiecke zu finden, deren Flächen ein 
rechtwinkliges Dreieck bilden*). Die Aufgabe läuft näm- 
lich darauf hinaus, ein rechtwinkliges Dreieck von der 



"=) 'Das heifst hier, wie bei Diophant, dafs die Zahlen, welche 
die GrBfse der Flächen angehen, der Gleichung a;* -f- y* ^ £* 
genügen. 
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Aoflösmig. Wir setzen das Produkt der gesuchten Zahlen 
gleich s^ nnd drflcken diese Zahlen selbst durch a^ mit Ko- 
effizienten aus, welche wir wieder mit Hülfe rechtwinkliger 
Dreiecke bilden. Die eine Zahl sei ^a^,, die andere j^a^, die 
dritte ^^3^. Dana ist die Bedingung erfüllt, dass das Pro- 
dukt der Zahlen, d, i. a:*, wenn es um jede der Zahlen ver- 
mindert wird, ein Quadrat giebt. 

£a erübrigt noch, daTs das Produkt der drei Zahlen gleich 
a? sei. Dies Produkt ist aber — - „^ x\ Wird dasselbe gleich 
x^ gesetzt und alles durch a? dividiert, so folgt 
as60 ^ _^ , 
1221025* "^ • 
Nun ist 1 ein Quadrat, dessen Seite wieder ein Quadrat ist. 
Es mUlste also auch rääiöäö** ^'^ Biquadrat sein. 

Wir sind somit wieder zu der Aufgabe geführt, drei recht- 
winklige Dreiecke von der Beschaffenheit zu finden, daTs das 
Produkt der drei Hypotenusen durch Multiplikation mit dem 
Produkt der drei Lote ein Quadrat werde*): 

Beschaffenheit zu finden, dafs die Summe der Hypote- 
nuse und der Basis das Vierfache des Lotes aeL Das ist 
aber leicht, und dieser Forderung genOgt jedes Dreieck, 
welches dem Dreieck mit den Seiten 17, 16, 8 ähnlich 
ist. Von den drei verlangten Dreiecken wird das erste 
vermittels 49 und 2, das zweite vermittels 47 und 2, das 
dritte vermittels 48 und 1 gebildet. 

Weiter ergtebt sich hieraus eine Methode, drei recht- 
winklige Dreiecke zu finden, deren Flächen sich wie 
drei gegebene Quadrate verhalten, von denen zwei zu- 
sammen das Vierfache der dritten sind, und ebenso kann 
man auf diesem Wege drei rechtwinklige Dreiecke von 
derselben Fläche ermitteln. 

Ja wir. können sogar auf unendlich viele Arten zwei 
rechtwinklige Dreiecke bilden, deren Flächen iu einem 
gegebenen Verhältnisse zu einander stehen, indem wir 
die eine Verhältniszahl oder beide mit gegebenen Qua- 
draten multiplizieren." 

*) Die gewählten Dreiecke haben die Seiten 3, 4, 5; 12, 5, 
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Wenn jetzt alles durch das Produkt aus der Hypotenuse 
und dem Lote des einen Dreiecks dividiert wird, so mufs der 
Quotient das Produkt sein, welches erhalten wird, indem man 
das Produkt aus der Hypotenuse und dem Lot eines recht- 
winkligen Dreiecks mit dem Produkt aus der Hypotenuse und 
dem Lot eines andern Dreiecks multipliziert. 

Das eine rechtwinklige Dreieck habe die Seiten 3, 4, 5; 
dann haben wir noch zwei rechtwinklige Dreiecke von der 
Beschaffenheit zu suchen, dass das Produkt aus der Hypote- 
nuse und dem Lot des einen das 20facbe des Produkts aus 
der Hypotenuse und dem Lot des andern sei. Wenn das eine 
Produkt aber das 20faehe des andern sein muss, so darf es 
auch das Fünffache sein. 

Solche Dreiecke zu erhalten ist aber leicht. [Gehen wir 
nämlich von dem Dreieck mit den Seiten 3, i, 5 und von dem 
grÖfseren mit den Seiten 5, 12, 13 aus, so können wir ver- 
mittels der Katheten jedes derselben ein neues rechtwinkliges 
Dreieck bilden; diese Dreiecke werden beziehungsweise die 
Seiten 7, 24, 25; 119, 120, 169 haben.] Jetzt kehren wir zu der 
ursprünglich gestellten Aufgabe zurück und setzen das Pro- 
dukt der drei Quadratzahlen gleich a^, diese selbst aber gleich 
16 j 57G j 1*400 a 
25*' 636^' 28 661*- 

Dann erübrigt noch, dafs das Produkt der Zahlen, d. i. 

16.576.14 400 - ^ 

a6.625.2a~561~ ^ — ^ 
werde; wir dividieren beide Seiten durch a? und setzen die 
Seiten der beiden erhaltenen Quadrate einander gleich; dies 
giebt 

4.24.12 ä - 

5.26.169 * ' 

und daraus folgt 



= 1 ist, so mufs auch - 

= 1 sein. Dann würde iE rational ' werden, wenn tttjs"^": 
also auch (4.5.8). (5. 13 . 17) ein Quadrat wSre. 
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Durch BinsetEncg dieses Wertes erhält man die geaucbtea 

n j . LI ri69 169 6261,, 
Quadratzablen [^^^, -, — J*). 



*) Sind die geBuchten Qaadratzahlen wieder m^, h^, w^, so 
setzt Diophant unter Benutzung der Seiten 

"li \t <^ii *'2i ^ii 'h'i <*»' ^»' '^3 

dreier rechtwinkligen Dreiecke 

u^—x, v=^—x, w^—x 

und u^v^w^ = x^. Dann ist 

t(*pä(j,2 _ y» r= j^a — I 2,2 ^ ' -j- , u. 8. w. 

Uan hat also nur noch der Bedingung 

(^'?y^ = ==* oder ?iJJ-ix*=l 
zu genügen, und damit sich fUr x ein rationaler Wert ergebe, tnulB 
' ' , also auch OiCfa^c^a^Cg eine Quadratzahl sein. 

Anmerkung von Fermat: 

„Bachet hat die Aufgabe 25 ebenso wie die vorher- 
gehende verfehlt Ich will Diopbants Lösungsmethode 
erlfiutern und darlegen. Es sind zwei rechtwinklige Drei- 
ecke von der Beschaffenheit zu suchen, dafa das Produkt 
aus der Hypotenuse uud dem Lot des einen zum Produkt 
aus der Hypotenuse und dem Lot des andern in einem 
gegebenen Verhältnis stehe. 

Diese Aufgabe hat mich lange gequält, und jeder, 
der sie in Angriff nimmt, wird finden, dafs sie wirklich 
eine sehr schwierige ist; aber zuletzt eröffnete sich mir 
doch eine allgemeine Methode zu ihrer LGsung. 

Es sollen zwei rechtwinklige Dreiecke von der Be- 
schaffenheit ermittelt werden, dafs das Rechteck ans der 
Hypotenuse und dem Lot des einen das Doppelte des 
Rechtecks aus der Hypotenuse und dem Lot des an- 
dern sei. 

Bilden wir das eine dieser Dreiecke vermittels der 
Zahlen A und £, das andere vermittels Ä und Z*, so ist 
das Bechteck aus der Hypotenuse und dem Lot das 
ersten B . 2A^ -f- B'^ . 2A, das Bechteck aus der Hypote- 
nuse und dem Lot des andern D.'iA^ -\- Z^ . 2A. Da nun 
B.2A'^ + B'.2A = 2{J) . 2^» + D^ . 2A) 
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26. Aufgabe. Drei Quadratzalilen Ton der Beachaf- 
fenheit zu finden, dafs, wenn jede derselben ua^daa 
Produkt der Zahlen vermindert wird, die entstande- 
nen Reste Quadrate seien. 

Auflösung. Wir setzen wieder das Produkt der drei 
Zahlen gleich x* und bilden die [Koeffizienten der] Zahlen 



sein soll, so wird 

jß . ^» -f jß' . ^ = 2) . 2^' -f- I>ä . 2^ 
sein. Wird beiderseits durch A dividiert, so folgt hieraus 

£ . 4* + 5^ = D . 2^* + ü* . 2 
oder 

2i>» — B» = 5 . ^» — 2B . äK 
Wenn also 

zu einem Quadrat gemacht wird, so wird die Aufgabe 
gelSst sein. 

Wir haben also statt B und I) zwei Zahlen von der 
Beschaffenheit zu suchen, dafs, wenn man den doppelten 
Kubus der zweiten um den Kubus der ersten vermindert 
und die Differenz durch die Differenz zwischen der ersten 
und dem Doppelten der zweiten Zahl*) dividiert oder 
(was auf dasselbe hinauslfiiift) mit dieser Differenz mul- 
tipliziert, ein Quadrat sieb ergebe. Wird D = x -\- 1, 
B = 1 gesetzt, so ist 

2IJ? — B^ •= 1 + &X -\- G3? -Jr 2A 
2B — J) •= 1 — X. 
Es soll also das Produkt aus l~x in 1 + 6a;-f 6a^+2a-' 
zu einem Quadrat werden. Das Produkt ist aber gleich 
1 -\- bx — ix^—2x\ Wenn wir 

1 + 5^ _ 4r> - 2** = (l a; + 1 - ^ xf 

setzen, so wird x sofort rational bestimmt. 

Das Verfahren [welches wir für das Verhältnis 2:1 be- 
folgten] läf?t sich für jedes andere Verhältnis anwenden. 



*) Hier begebt Fermat eine Verwechselung, indem er statt 
S — 2D im Folgenden 2B — D nimmt, wodurch die ganze Kech- 
nung binitlllig wird. Brasainne's Versuch (p. 107), die Sache 
richtig zu stellen, ist verfehlt. 
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selbst vermittels dreier beliebigen rechtwinkligen Dreiecke. 
Dann werden wir auch hier dazu geführt, rechtwinklige Drei- 
ecke von derselben Beschaffenheit wie in der vorhergehenden 
Aufgabe zu suchen. Wenn wir dieselben Dreiecke wie dort 
benutzen und das eine gesuchte Quadrat gleich jä^r <^^° 
zweite gleich T-gic*, das dritte gleich a;' setzen, so ist 

die Bedingung erfOllt, dafs jede der Zahlen, wenn man sie 
um das Produkt derselben, d. i. a:' vermindert, zu einem Qua^ 



Man hat statt der eineu gesuchten Zahl die Summe ans 
A und dem Überachufa der gröfseren TerhSltniszabl Über 
die kleinere, statt der andern diesen Überschufa aelbat 
zu setzen, wie wir es schon für daa Verhältnia 2: 1 ge- 
than haben. Denn auf diese Weise wird das von der Un- 
bekannten unabhängige Glied immer eine Quadratzahl 
werden', und die Gleichung wird leiebt zu lösen aein. Hat 
man ao zwei Zahlen gefunden, welche B und D ersetzen, 
80 wird man zur ursprilnglicben Aufgabe zurückgeben. 

Als ich die vorstehende Anmerkung zur 25. Aufgabe 
wieder vornahm, schien es mir geraten, alles sofort 
wieder auszulöaoben, weil diese Aufgabe gar nicht auf 
die von mir bebandelte zurückgeführt werden kann. Da 
mir aber die Lösung einer andern Aufgabe, zu welcher 
ich das nicht hierher gehörige Problem behandelt habe, 
gelungen ist, so habe ich nichts ünntttzes, sondern nur 
etwas am ungehörigen Orte getban, und daher mag die 
Kandbemerknng stehen bleiben. 

Als ich die Aufgabe Diophants einer neuen Prüfung 
unterwarf und meine Methode aorgfättig flberlegte, habe 
ich die Aufgabe endlich allgemein gelöst. Ich werde nur 
ein Beispiel mitteilen, aber Zahlen, welcbe selbst zur 
Genüge angeben, dafs ich die Lösung nicht dem Zufall, 
sondern der Kunst verdanke. In der Aufgabe Diophants 
sind zwei rechtwinklige Dreiecke von der Beschaffenheit 
zu Bachen, dafs das Produkt ans der Hypotenuse und 
dem Lot des einen zum Produkt aus der Hypotennae und 
dem Lot des andern sich wie 5 : 1 verhalte. Zwei solche 
Dreiecke sind folgende: Das erste hat die Hypotenuse 
48543669109, die Ba,8ia 36083 779309, daa Lot 32472 275580, 
das zweite die Hypotenuse 42 636 752 938, die Basis 
41990695480, das Lot 7394 200038." 

niopb»al, Arithmetik. 16 
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drat wird. Es mafa naa noch das Produkt der drei Zahlen 
gleich a? gesetzt werden; diese Bedingung liefert 



626 ergeben].*) 



27. Aufgabe. Drei Quadratzahlen von der Beschaf- 
fenheit zu finden, dafs das um 1 vergröfserte Produkt 
je »weier derselben ein Quadrat sei. 

AnflÖsimg. Das um 1 vermehrte Produkt ans der ersten 
und zweiten Zahl soll ein Quadrat bilden. Wird alles mit 
der dritten Zahl, welche selbst ein Quadrat ist, multipliziert, 
so ergiebt sich, dafs das mit der dritten Zahl multiplizierte 
Produkt der beiden ersten Zahlen, d. i. das Produkt der drei 
Zahlen, wenn man es um die dritte Zahl vermehrt, zu einem 
Quadrat werden mufs. Ebenso mufs ein Quadrat entstehen, 
wenn die erste oder die zweite Zahl zum Produkt der Zahlen 
addiert wird. Diese Aufgabe haben wir aber schon vorher 
[V, 24] gelost, und die oben gefondenen Zahlen genQgen auch 
der vorliegenden Aufgabe. 



*) Sind wieder u', v*, w* die ^suchten Quadratzahlen, so 
setzt Diophant unter Benutzung der oben benutzten drei recht- 
winkligen Dreiecke 
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28. Aufgabe. Drei Quadratzahlen von der Beschaf- 
fenheit zn finden, dafs daa um 1 verminderte Pro- 
dukt je zweier derselben ein Quadrat sei. 

Auflösong. [Das um 1 verminderte Produkt aus der ersten 
und zweiten Zahl soll ein Quadrat sein.] Wenn wir alles mit 
der dritten Quadratzahl multiplizieren, so ergiebt sich, dafs 
das Produkt aus den beiden ersten Zahlen, multipliziert mit 
der dritten Zahl, d. i. das Produkt der drei Zahlen, wenn es 
um die dritte Zahl yermindert wird, ein Quadrat giebt. Ebenso 
muTs daa Produkt der drei Zahlen, sowohl wenn die erste, 
als auch wenn die zweite Zahl davon subtrahiert wird, ein 
Quadrat werden. Diese Aufgabe ist aber schon [Y, 25] ge- 
löst worden, und die oben gefundenen Zahlen genügen auch 
der vorliegenden Aufgabe. 



29. Aufgabe. Drei Quadratzahlen von der Beschaf- 
fenheit zu finden, dafs, wenn man das Produkt je 
zweier derselben von 1 subtrahiert, der Rest ein 
Quadrat sei. 

AnflÖBimg. Es soll ein Qnadrat erhalten werden, wenn 
das Produkt je zweier der Zahlen von 1 subtrahiert wird. 
Wenn wir die Gfleichung mit der dritten [der nicht genom- 
menen] Zahl multiplizieren, so führen wir die Sache auf die 
Aufgabe zurfick, drei Quadratzahlen von der Beschaffenheit 
zu finden, dals eine jede, wenn sie um das Produkt der Zahlen 
vermindert wird, ein Quadrat als Best giebt. Diese Aufgabe 
ist aber schon [V, 26] gelSst worden. 



80. Aufgabe. Es ist eine Zahl gegeben. Msn soll 
drei Qnadratzablen ermitteln, die so beschaffen sind, 
dafs die Summe je zweier derselben und der ge- 
gebenen Zahl ein Quadrat sei. 

Auflösung. Die gegebene Zahl sei 15, eine der gesuchten 
Zahlen 9. Dann haben wir noch zwei Quadratzahlen zn er- 
mitteln, von denen jede, wenn sie um 24 vermehrt wird, ein 
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Quadrat giebt, und deren Summe bei Addition ron 15 eben- 
falls ein Quadrat wird. Wir müssen fo^lich zanächst zwei' 
Quadrate suclien, von denen jedes bei Addition von 24 ein 
Quadrat bleibt. 

Wir nehmen zu diesem Zwecke Zahlen, welche Divisoren 
von 24 nnd zugleich Katheten eines rechtwinkligen Dreiecks 
sind. Der eine Faktor sei —, der zugehörige also 6x; dann 
ist die Hälfte des einen Faktors — , die Hälfte des andern Bx. 
Ferner sei ein Faktor—, also der zugehörige 8«; dann ist 

die Hälfte des einen Faktos — , die Hälfte des andern ix. 
Nun sei die Seite des einen Quadrats die Differenz 3x, 

, die Seite des andern Quadrats ix. Dann ist die Be- 

dingnug erfüllt, dafs jedes der beiden Quadrate, wenn es um 
24 vermehrt vnrd, wieder ein Quadrat giebt. 

Nun soll noch die Summe der beiden Quadrate, wenu sie 
um 15 vermehrt wird, ein Quadrat werden. Man erhält auf 
6-j- 

diese Weise — r + SÖa^ — 9; dieser Ausdruck soll gleich einem 
Quadrat sein. Wird derselbe gleich 25a:* gesetzt, so ergiebt 
sich ^ = -^i und diesen Wert hat man in die Ausdrücke fQr 
die gesuchten Zahlen einzusetzen. [Man erhält für dieselben 

9 J_ 5Ü>1 

' 100' 22öJ •'■ 

*) Da Diophant die eine der gesuchten Quadratzableu wiU- 
ktlrlich gleiob 9 annimmt, so hat man nur noch a^, tf* so zu be- 
stimmen, daTe jeder der drei Ansdrücke 

16 + 9 + a:», 15 + 9+1/", i5 + j;» + y» 
ein Quadrat werde. Ist nun 15 + 9, d. i. 

24 = a.6 — a'.fi', 
so setzt Diopbant 

_ a 6u o' 6'» 
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31. Aufgabe. Ee ist eine Zahl gegeben. Man soll 
drei Quadratzahlen ermitteln, die so beschaffen sind, 
dafs die Summe je zweier derselben, wenn man sie 
um die gegebene Zahl Termindert, ein Quadrat werde. 



bei dieser Annahme wird nSmlicb 

Es erübrigt also nur, den Ansdrnck 

I6 + .' + ^-24i?^ + 5^'«'-9 

ZU einem Quadrat zu machen; das ist aber leicht, wenn, wie Dio- 
phant Toraussetzt, o* + a'^ und 6* 4" ^'* Quadratzablen sind; 
denn dann hat man aar 

15 _(. x\+ y^ = °'^J ' oder auch = ^'"^^ ' «' 

zu setzen, um einen rationalen Wert von u und somit auch von 
X zu erhalten. 

Zusatz Ton Permat: „Mit Hülfe dieser Aufgabe werde 
ich die Lösung der folgenden Aufgabe geben, die sonst 
recht schwierig erscheinen würde: 

Es ist eine Zahl gegeben. Man soll vier andere Zah- 
len von der BeBchaffenheit ermitteln, dafs die Summe je 
zweier derselben zu einem Quadrat wird, wenn man sie 
um die gegebene Zahl vermehrt. 

Die gegebene Zahl sei 15, und es seien bereits nach 
der Aufgabe Diophants drei Quadratzablen von der Be- 
schaffenheit ermittelt, dafs die Summe je zweier der- 
selben durch Addition der gegebenen Zahl ein Quadrat 
wird. Diese drei Quadratzahlen sind 9, ^t^t, r^- 

lUU ' 220 

Wir setzen nun die erste der vier gesuchten Zahlen 
gleich x* — 15, die zweite gleich 6» + 9 (weil 9 eine der 
Quadratzahlen und 6 das Doppelte ihrer Seite ist); aus 
demselben Grunde setzen wir die dritte Zahl gleich 
1 ,1 , . . , , , . , , . , 46 , 589 _ 

T' + iöö' '''" ""'• •'"""''' e'"'»'" iS' + Ä- """'' 

diese Annahme werden schon drei Forderungen der Auf- 
gabe erfüllt, da jede der drei letzten Zahlen, wenn man 
die Summe der ersten Zahl und 15 dazu zählt, ein Qua- 
drat wird. £9 erübrigt noch, dafs auch die ^umme der 
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ÄnflÖBUlig. Die gegebene Zahl sei 13, und es werde eine 
der gesachteu Quadrate gleich 25 angeuommeD. Dann haben 
wir zwei andere Quadratzahlen zn ermitteln, von denen jede 
bei Addition von 13 ein Quadrat wird, und deren Summe bei 
Subtraktion von 13 ebenfalls ein Quadrat giebt. 

Wir nehmen wieder die Divisoren von 13, welche die 
Division mit 3 und 4 ergiebt, und setzen die Seite des einen 
Quadrats gleich der Differenz lg a: , die Seite des andern 

ij 
gleich 2x ; dann ist die Bedingung erfüllt, dafs jedes 

der beiden Quadrate, bei Addition von 12, ein Quadrat bleibe. 
Es soll nun noch die Summe beider Quadrate, wenn 13 da- 
von subtrahiert wird, ein Quadrat als Best geben, d. h, es soll 

der Ausdruck — j + 6^ a;' — 25 ein Quadrat sein. Wird der- 



Wert hat man in die Ausdrücke für die gesuchten Zahlen 
einzusetzen. [Man erhält 25, 4, -jg-j*)- 

zweiten und dritten Zahl bei Addition von Id, ebenso 
die Summe der dritten und vierten Zahl bei Addition 
von 16, endlich die Summe der zweiten und vierten Zahl 
bei Addition von 15 ein Quadrat werde. 

Diese dreifache Gleichung ist aber leicht zu lösen, 
da jeder der Ausdrücke, die zu Quadraten weideu sollen, 
nur ein Glied in x tind, als von x nnabhSngiges Glied, 
eben in Folge der Anwendung ■ der von l>ioph&nt ■ in 
seiner Aufgabe ermittelten Zahlen eine ' Quadratzahl 
enthält. Ich verw-eiee also ^uf daß, was ich aur ?4. Aut- 
gabe des 6. Buches bemerkt habe.". 

*) Sind o die gegebene Zahl, A* das wülkttrlich fingeiiommene, 
a;*, ^* die noch zu ermittelnden Quadrate, so soll jeder der Aus- 
drücke 

x^ + k'-a, f-\-h*-a, x^J^f~a. 
zu einem Quadrat gemacht werden. Ist nun 1^ — a=a.p, und wird 

*** 2 2«' ^** 2 2u 
gesetzt, so ergiebt sieh leicht ... 
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32. Aufgabe. Drei Quadratzahlen toq der Beschaf- 
feaheit zu finden, dafs die Summe ihrer Quadrate 
wieder ein Quadrat sei 

Auflösung. Wir setzen das eine der geBuchten Quadrate 
gleicL ^, das andere gleich 4, das dritte gleich 9; dann wird 
die Samme ihrer Quadrate gleich 3^+97 sein. Dieser Aus- 
druck soll ein Quadrat sein. Setzen wir denselben gleich dem 
Quadrat über der Seite a? — 10, so erhalten wir 20a:^ = 3, 
and wenn das Produkt der Zahlen 20 und 3 [also auch der 
Quotient ^A ein Quadrat wäre, so wäre die Aufgabe gelöst. 

Es kommt somit darauf an, zwei Quadratzshlen und iigend 
eine Zahl zu suchen, die so beschaffen sind, dafs, wenn die 
Summe der Quadrate jener Quadratzahlen von dem Quadrat der 
Zahl subtrahiert wird, der Rest und das Doppelte der Zahl 
sich wie zwei Quadrate zu einander Terhalten. 

Wir setzen das eine gesuchte Quadrat gleich a:*, das zweite 
gleich 4, die willkürliche Zahl gleich a;* -|- 4. Wird dann 



Es ist also nur noch 

zu einem Quadrat zu machen, und wenn wieder «, ^ die Katheten 
eines rechtwinkligen Dreiecks sind, d. h. wenn «f* + jS* eina tjoa- 
dratzahl ist, so macht dies keine Schwierigkeit. 

Zusaix Fermats: 

„Dasselbe YerfabreB, dessen wir uns in der vorhen 
gehenden Aufgabe bedient haben, um vier Zahlen zu 
ermitteln, von denen die Summe je zweier, wenn sie um 
eine gegebene Zahl vermehrt wird, ein Quadrat bildet, 
kann hier angewandt werdeii zur Bestimmung von vier 
Zahlen, von denen die Summe je zweier ein Quadrat wird, 
wennmas sie um eine gegebene Zahl vermindert. Es 
ist nämHak die erste Zahl gleich o^ '\- a zu faetaen, wo a 
die gegebene Zahl bedeutet, die aweite gleich ft" -j- 2Äa;, 
wo 1? die erste der drei in Diophants Änfga.be erhaltenen 
QnadxatKahlen bezeichnet; alle« andere ist klar." 
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d«s Quadrat dieser Zabl um die Summe der Quadrate jener 
beiden Quadratzahlen vermindert, so bleibt der Best 8x*. 
Dieser und das Doppelte von 3^ ~\- 4, d. i. 2a;* -(- 8, sollen 
sieb wie zwei Quadrate zu einander verbalten. Dasselbe mufs 
dann mit den Hälften beider Zahlen der Fall sein, d. h. ix' 
und ** + 4 müssen sieh gleichfalls wie zwei Quadrate ver- 
halten. Da nun 4a:* ein Quadrat ist, 60 mufs auch a:' + 4 
ein Quadrat sein. Wird dieser Ausdruck gleich dem Quadrat 
über der Seite x -{- 1 gesetzt, so ergiebt sieh a: = l-j-' Es 
wird also das eine gesuchte Quadrat 2~, das andere 4, die 
willhürliclie Zahl -7- sein, und wenn alle diese Zahlen ver- 
vierfacht werden, so sind die gesuchten Quadrate 9 und 16, 
die willkürliche Zahl 25. 

Jetzt gehen wir zu der ursprßnglich gestellten Aufgabe 
zurück und setzen die eine gesuchte Qnadratzahl gleich x*, 
die zweite gleich 9, die dritte gleich 16, Die Summe der 
Quadrate dieser Quadratzablen wird dann ce*-\- 337 sein. Diesen 
Ausdruck setzen wir gleich dem Quadrat über der Seite 
ic* — 25; dann ergiebt sich x = -r' ^^^ übrige ist einleucb- 
, toä [^, 9, 16]*). 



*) Werden die gesuchten Quadratzahlen x', y*, e' genannt, 
80 soll a;* + y* 4" ^ ^hi Quadrat sein. Wir eetzen 

dann ei'giebt Eich 

.» _ t' - (y* + ^') 
"^ 2k^ 

Diophant nimmt nun k = y^ -\- e' an; dann ist 

und damit dieser Ausdruck ein Quadrat sei, müssen y, z Katheten 
eines rechtwinkligen Dreiecks sein. 

Anmerkung Fermats: „Warum sacht aber Diophant ' 
nicht zwei Biquadrate, deren Summe ein Quadrat sei? 
Diese Aufgabe ist allerdings nnmöglicb, wie mein Be- 
weisverfahren in aller Strenge darthun kann." 

Dafs weder die Summe, noch die Differenz zweier Biquadrate 
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38, Aufgabe [Vieta, Zet., V, Schkrs]. 

Zweierlei Wein, die Mafs*) des bessern zu acht, die 
des schlechtem 
Zu fünf Drachmen jedoch mischte der kundige Herr. 
Was er für beide Sorten bezahlt, war eine Qua- 
dratzahl. 
Fügst du zu diesem Quadrat eine gegebene Zahl, 
So erhältst du ein andres Quadrat, und es sagt 
dessen Seite 
Dir die Menge des Weins, den er im ganzen vermischt. 
Nun, mein Knabe, bestimm' mir, wie viel von der 
besseren Sorte 
Und von der schlechtem wie viel jener zusammen- 
gemischt. 

Auflösung. Der Sinn dieses Epigramms iat folgender: 
Es bat Jemand zwei Krüge Wein gekauft; von dem einen 
kostet die Mafs 8, von dem andern 5 Drachmen. Die Zahl 
der Drachmen, die er im ganzen bezahlt, war eiue Quadrat- 
zahl. Wird dieselbe um 60 vermehrt, so entsteht eine zweite 
Quadratzabl, und die Seite der letzteren giebt an, wie viel 
Mais Wein er im ganzen gekauft hat. Man soll bestimmen, 
wie viel Mafs zu 8 und wie viel zu 5 Drachmen es ge- 
wesen sind. 

Wir setzen die Anzahl der UaTs gleich x; dann wird 
der Preis, den er im ganzen bezahlt hat, a^ — 60 sein, und 
dieser Ausdruck soll zu einem Quadrat gemacht werden. Die 
Seite dieses Quadrats wird gleich der Differenz zwischen x 
und ii^end einer von x unabhängigen Zahl sein. Nun ist 
X* — 60 aus zwei Teilen zusammengesetzt, nämlich aus dem 
Preis des Weines, von dem die Mafs 8 Drachmen kostet, 
und dem Preis desjenigen, von welchem die Mafs 5 Drachmen 
kostet. Da nun der fünfte Teil vom Preise dieses schlech- 
teren Weines uns die Zahl der Mafs liefert, die von dieser 

ein Quadrat sein kann, ist von Enler (Commentatt. Alg. Collect. I, 
p. 24, sowie Algebra, II, Kap. XIII) bewiesen. 
•) XoCs = 3,28 Liter. 
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Sorte genommen sind, da ebeoso der achte Teil vom Preise 
der besseren Sorte die Anzahl der Mars giebt, die von dieser 
Sorte genommen sind, und da von beiden Sorten zusammen 
X Mafs genommen wurden, so liegt uns ob, a;* — 60 in zwei 
Zahlen von der Beschaffenheit zu teilen, daXs ein Fünftel der 
ersten und ein Achtel der zweiten die Summe x geben. Das 
ist aber nicht möglich, wenn nicht x grörser als — 5 — und 
zugleich kleiner als — g— , also 3? — 60 gröfeer als bai und 
kleiner als 8 a; wird*). 

Es soll also X* — 60 gröfser als 5x sein; wird zn beiden 
Zahlen 60 addiert, so sieht man, dafs x^ gröfser als bx -{- 60 
sein moTs. Daher mufs a^ gleich der Summe von 5a: und 
einer Zahl sein, die mehr als 60 beti^^. Dann mufs aber 
X gröfser oder wenigstens nicht kleiner als 11 sein. 

[a:»-5a;>60, x^-bx-fr~> 66,25 , 

X -2^>8,13..., X > 10,63...]. 

Femer soll 3? — 60 kleiner als 8a; sein. Wird zu beiden 
Zahlen 60 addiert, so ergiebt sich, dafs x* gleich der Summe' 
von Sa: und einer Zahl ist, die weniger als 60 beträgt. Daher 
darf X nicht gröfser als 12 werden. 

[a:*-8a:<60, ** - 8a; + 16<76, 

X -4<8,71.., X < 12,71..]. 
Sa ipt aber schon g«ze%t worden, daXs x nicht kleiaer 
als, 11 SSW darf) <ter; Wert von x Qiafe also zwischen 11 und 
12 liegen. 



•) Iri 1^—80'= (1 + t und. zugldt* j 4* ■§■'*=='=) 
erstens a = tx — -, also x — 60 ^ öa; + -g oder 

a;* -T 60;>>5a;. 
Ebenso ergiebt sich zweitens & = 8a; r-, also 

so dafa x* — 60 < 8 a; sein mufs. 
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Wenn wir nua s? — 60 zu einem Quadrat machen wollen, 
&o bilden wir das Quadrat, dessen Seite die Differenz zwischen 
X und irgend einer von x unabhängigen Zahl ist. Dann 
erbalten wir fQr x das um 60 vermehrte Quadrat dieser Zahl, 
dividiert durch das Doppelte der Zahl. £s kommt somit darauf 
an, eine Zahl zu ermitteln, die so beschaffen ist, dars, wenn 
wir ihr Quadrat um 60 vermehren und die erhaltene Summe 
durch das Doppelte der Zahl dividieren, der Quotient gröfser 
als 11 und kleiner als 12 werde. Wird diese Zahl gleich x 
gesetzt, so mufs danach der Quotient — "^ — zwischen 11 und 
12 Hegen. 

Soli nun zunächst — ^ gröfser als 11 sein, so mufs 

a;* + 60 gröfser als 22fl!, also 22a; gleich der Summe von a? 
und einer Zahl sein, die weniger als 60 betr^. Daher wird 
X nicht kleiner als 19 sein dürfen. 

[a:* — 22a:> — 60, 
X — 11 > 7,1.., 
ic>I8,l..]. 

Weiter soll aber — ^ — kleiner als 12 werden, also a:*4-60 
kleiner als 24a: oder 24a; gleich der Summe von 3? und einer 
Zahl sein, die mehr als 60 beträgt. Daraus geht hervor, 
dafs X kleiner als 21 sein mufs. 

[a;* — 24a; < — 60, 

X ~12<9,1.., 

a;<21,l...]. 

Wir haben aber schon gefunden, dafs x gröfeer als 19 sein 
mufs. Wenn wir daher den Ausdruck a:* — 60 in ein Qua- 
drat verwandeln, so haben wir als Seite dieses Quadrats x — 20 
anzunehmen. Dann ergiebt sich x^ lly- 

Das Quadrat dieser Zahl ist 132^- Wird davon 60 sub- 
trahiert, so bleibt 72-j- - Diese Zahl 72-^ haben wir in zwei 
Zahlen von der Beschaffenheit zu zerlegen, dafs, wenn man 
ein Fünftel der einen und ein Achtel der andern addiert, die 
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Summe llj werde. Wird ein Fünftel der ersten Zahl gleich 
X gesetzt, so ist ein Achtel der zweiten gleich lly — x\ die 
erste Zahl seihst wird dann bx, die zweite 92 — 81 sein. 
Die Summe dieser beiden Zahlen boU 72^ betragen. Dann 
wird ^^TS' Es waren also -5 Mafs, jede zu 5 Drachmen, 
und ~T Mafs, jede zu 8 Drachmen, vorhanden, und alles 
andere ist einleuchtend. 
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1. Aufgabe. Ein rechtwinkliges Dreieck von der 
Beschaffenheit zn finden, dafe die Differenz zwischen 
der Hypotenuse und jeder der Katheten ein Kuhns sei. 

AaTlösaag. Daa gesuchte rechtwinklige Dreieck sei ver- 
mittels zweier Zahlen gebildet, von denen die eine x, die 
andere 3 sein möge. Dann wird die Hypotenuse ^ -|- 9, daa 
Lot %x, die Basis ifi — 9 sein. Wird nun die Hypotenuse 
um die eine Kathete, nämlich um i* — 9, vermindert, so 
hleibt der Rest 18, und das ist keine Eubikzahl. 

Wie ist nun di» Zahl 18 entstanden? Dadurch, dafs wir 
das Quadrat von 3 verdoppelt iahen. Wir müssen also eine 
Zahl ermitteln, deren doppeltes Quadrat eine Kubikzahl ist. 
Wird diese Zahl x genannt, so soll 2:z^ gleich einem Kubus, 
etwa gleich a? sein, und daraus ergiebt sich a: = 2. 

Daher bilde ich das rechtwinklige Dreieck vermittels der 
Zahlen x und (statt 3) 2. Die Hypotenuse desselben wird 
3? ■\- ^, das Lot 4a;, die Basis x* — 4 sein, und jetzt ist die 
Bedingung erfllUt, dafs die Differenz zwischen der Hypo- 
tenuse und der Basis, d. i. a;^ — 4, ein Kubus 'sei. 

Es soll nun aber auch ein Kubus erhalten werden, weno 
man das Lot, d. i. 4a:, von der Hypotenuse subtrahiert, d. h. 
der Ausdruck a:* + 4 — 4a soll gleich , einem Kubus sein. 
Dieser Ausdruck ist das Quadrat fiber der Seite x — 2. Die 
Aufgabe wird also gelost, wenn wir die Zahl x — 2 zu einem 
Kubus machen. Dieser Kubus sei 8, so ist x -^ 10. 

Das Dreieck wird also das vermittels der Zahlen 10 und 
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3 gebildete sein; die Hypotenuae desselben ist 104, das Lot 
40, die Basis 96, und dieses Dreieck erfüllt die Bedingungen 
der Aufgabe*). 



2. Aufgabe. Ein rechtwinkliges Dreieck von der 
Beschaffenheit zu finden, dafs die Summe der Hypo- 
tenuse und jeder der Katheten ein Kubus sei. 

Änflösnng. Wenn wir, wie in der vorhergehenden Auf- 
gabe, das gesuchte Dreieck vermittels zweier Zahlen bilden, 
so wird es darauf ankommen, ein Qaadrat zu ermitteln, durch 
dessen Verdoppelung ein Kubus entsteht. Es ist dies das 
Quadrat über der Seite 2. 

Daher bilden wir wieder das rechtwinklige Dreieck ver- 
mittels der Zahlen x und 2; die Hypotenuse desselben wird 
x^ -{~ ^1 die eine Kathete Ax, die andere Kathete 4 — a? sein. 
Dann ist noch su bewirken, dafs die Summe der Hypotenuse 
und der ersten Kathete ein Kuhns werde. Damit femer der 
gefundene Wert von x^ in die Ausdrücke für die Seiten ein- 
gesetzt werden könne, niufs derselbe kleiner als 4, also x 
kleiner als 2 sein. 

Es kommt somit darauf au, einen Kubus zn suchen, der 
kleiner als 4 und gröfser als 2 ist. Ein aolcber Kubus ist 
-^- Wird nun 

gesetzt, so ergiebt sich 



*) Werden die Seiten des rechtwinkligen Dreiecks vermittels 
der Zahlen x, y gebildet, so ist die Hypotenuse x*-j-y', während 
die Katheten 3? — y* und 2xy sind. Es soll nnn jeder der Aus- 
drücke 2j(* und (a: — y)' ein Knbns werden. 2y* wird ein Kubus, 
wemi y <^ 2a^ angenommen wird, wo a jede Zahl sein kann. , 
Nun Boll noch (a; — 2a°)*, also auch x — 2 a*, zu einem Kubas 
gemacht werden. Das geschieht, wenn man a; = 2 o' -f" ö' setzt, 
wo h gleichfalls eine beliebige Zahl bedeutet. Die Seiten des recht- 
winkligen Dreiecks sind also 

8a« + 4a''ö' + b\ 6»(i«' + *>*)> 4a'(2a'' + 6".) 
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Die Hypotenuse wird folglich -r,-, die eine Kathete -rr, die 

andere Kathete -tt- sein, and dieses Dreieck genügt den Be- 
dingungen der Aufgabe*). ~ 

S. Aufgabe. Ein rechtwinkliges Dreieck Ton der 
Beschaffenheit zu finden, dafs die Zahl, welche den 
Flächeninhalt desselben ausdrOckt, eine Qaadrat- 
.zahl wird, venn man sie um eine gegebene Zahl 
vermehrt 

AnflÖsoig. Die gegebene Zahl sei 5, und das Dreieck 
sei der Form nach bestimmt durch die Seiten 3a;, ix und 
'6x; dann wird die Fläche desselben durch die Zahl 6x^ aus- 
gedrückt Es soll also Gx* -j- 5 ein Quadrat werden. Dies 
Quadrat sei 9:^, so erhält mau, indem man Gleiches YOn 
Gleichem subtrahiert, Bx^ == 5. Es müfsten nun [wenn sich 
für X ein rationaler Wert ergeben sollte] diese beiden Grörsen, 
folglich auch ihre Koeffizienten, sich wie zwei Quadtate zu ein- 
ander verhalten. 

Daher kommt es darauf an, ein rechtwinkliges Dreieck 
und eine Quadratzahl von der Beschaffenheit zu finden, dafs, 
wenn man den Flächeninhalt des Dreiecks von der Quadrat- 
zahl subtrahiert, der Rest der fünfte — da die gegebene Zahl 
5 ist — Teil eines Quadrats sei. 

Wir bilden jetzt das rechtwinklige Dreieck vermittels 
der Zahlen x und — • Der Flächeninhalt desselben wird 
I da die Katheten a^ ; und 2 sind! ic* ^ sein. Die Seite 

*) Sind wieder x* + y^, a^ — y*, 2xy die Seiten des ge- 
suchten Dreiecks, so ist sowohl 2a;*, als auch (x -j- y)* zu einem 
EubuB zu macheu. Die erste Bedingung erfordert, dal!a ic <n 2a' 
sei, und dann wird a; -j- y, also auch {x -j- y)^ ein Kubus, wenn 
man y ■» &' — 2a^ annimmt Die Seiten smd demnach 

4a* -f (6* — 2«»)', &»(4a" — 6'), ■ ia\h^ — 2a'), 
nnd negative Werte werden vermieden, wenn 6' zwischen 2(i' 
und 4 a' hegt. 
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des Qnadrats sei die Summe tod x und dem Bruch — , letz- 
terer mit dem Doppelten der gegebenen Zahl als Koeffizienten, 

also — ■ Das Quadrat wird dann a? -\ r + 20 sein. Wenn 

wir hierron den Flächeninhalt, d.i. ar — -^ subtrahieren, so 
bleibt —f + 20. Das FOnffacbe dieses Ausdrucks ist 
" + 100, 

und das soll ein Quadrat werden. Durch Multiplikation mit 
3? erhält man 505 + 100 a;*, und auch dieser Ausdruck muTs 
ein Quadrat sein. Wird derselbe gleich dem Quadrat fiber 
der Seite 10a; + 5 gesetzt, so findet man a; ■= y 

Wir haben also das rechtwinklige Dreieck vermittels der 
Zahlen -r und ^7 zn bilden, und die Seite des Quadrats wird 
-Tjj- sein. Wenn wir dann die Seiten des rechtwinkligen Drei- 
ecks durch X mit den erbaltenei; Zahlen als Koef&zienten 
ausdrücken und den um 5 vergrBfserten Flächeninhalt des- 
selben gleich -jenfp a^* setzen, so macht die Aufgabe weiter 
keine Schwierigkeit, lüie Katheten werden 

l 5' 24V ^ U400 * 

und 2x sein, und da die (rleichung 

331 151 i , K 170569 . 

14 400 ^ -f- o = ggdp ar 
den Wert 

24 

liefert, so erhält man fQr die Seiten des Dreiecks 
331 161 48 832 401 1 ^■. 

'31800 ' 53' 31800 J '' 



*) luh will Diophants Verfahren etwas allgemeiner darstellen. 
Als Katheten des Dreiecks nimmt er (m* — n^)x und 3mnx an; 
dann ist die Fläche (m* — «*)»w«a'*. Wird hierzu die gegebene 
Zahl a addiert, so soll ein Quadrat entstehen, das mit 6'x* be- 
zeichnet werden möge. Es ist also 
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4. Aufgabe. Ein rechtwinkliges Dreieck zu finden, 
dessen Flächeninhalt eine Quadratzahl wird, wenn 
man eine gegebene Zahl davon subtrahiert. 



oder 

(1) .^[(.'^ (»>-«■)»»]-«. 

Nnn nimmt Diophant n = — und 6 ^ »t ~| an. Da dann 

(m* — n*)mn ^ m' j wird, ao gebt (l) über in 

oder 



(a) x'[4»-+ - 



m mufa daher so bestimmt werden, dafs der in Klammer stehende 
Auadruck, alao aueh 4o*»n* + 4o* -|- a ein Quadrat werde, was 
keine Schwierigkeit macht. Ist nun m (also auch n und b) be- 
stimmt, Bo giebt die Gleichung (l) den Wert von x, und damit 
iat die Aufgabe gelSat. 

Vieta behandelt (Zetei V, 9) die Aufgabe: Ein rechtwink- 
liges Dreieck von der Beachaffenheit zu finden, dafe die Fläche 
desselben durch Addition einer gegebenen Zahl, welche aber 
die Summe zweier Quadrate sein mufa, zu einer Quadrat- 
zahl wird. 

Seine LSsung ist folgende; Wenn die gegebene Zahl 
o = b» + c* 
ist, so bildet er daa rechtwinklige Dreieck vermittels der beiden 
Zahlen (6 -j- cy und (6 — c)*. Es wird dann 

die Hypotenuse = (6 + c)* + (fc — c)' =r 2b* + 126^c* -|- 2c*, 
die Basis = (b + c)* — (6 ~c)* = 86äc -|- 800= = SaBc, 

das Lot =2(b-^c)\b — cy 

sein, oder, wenn jede Seite durch 2(6 + c)(6 — c)' dividiert wird, 



die Hypotenuse 


^ (b + c)(6 — c)' •■ 


die Basis 


iabc 


{b + c)(b-cy' 


das Lot 


= 6 + C, 


lltblDrtit 
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Äuflösong. Die gegebene Zahl sei 6. Wir nehmen an, 
das Dreieck sei der Form nach gegeben, und zwar habe es 



also die Fläche gleich - . _ , - In der That. ist 

(6 _ c)' -t- ** (6 - c)' _(b-cy \b^c) ' 

Yieta hat also die Aufgabe Diophants ihrer Allgemeinheit 
beraubt. Sachet löst die Aufgabe auch für 6 als gegebene Zahl, 
um Tieta's Beechr&Dkung als unnötig zu erweisen. Zum Ver- 
stSndniH von Fermats Bemerkimg sei darauf hingewiesen, dafs 
das mittels der Zahlen x und — gebildete rechtwinklige Dreieck 
die Fläche a? — —^ hat, dafs es also darauf ankommt, 

»^' - i + « - ^ (=■' - 1 + "«'), 

also iE* — 1 + " ^' in ein Quadrat zu verwandeln. Format 
bemerkt nun: 

„Der Irrtum Vieta's hat ohne Zweifel folgenden 
Qrund: Er setzt voraus, der Ausdruck für die Fläche, 
das ist die Differenz zweier Biquadrate, wie X* — 1, 
werde durch HinzufQgung des Sfachen eines Quadrats 
zu einer Qnadratzahl, wenn die gegebene Zahl 5 die 
Summe zweier Quadrate sei; denn dann könne das 5fache 
eines Quadrats gefunden werden, welches bei Subtrak- 
tion der Zahl 1 ein Quadrat als Rest gebe. 

Nehmen wir an, die Seite des zu verfünffachenden 
Quadrats sei 1 . sc -{- 1 oder auch die Summe von 1 und 
irgend einem andern Vielfachen von x, so ist das 5fache 
des Quadrats 3a;*+10.T+5, und wenn man hierzu den 
Ausdruck fUr die Fläche x* — 1 addiert, so erhält man 
CK* + 5a!^ + 10a: + 4. Diese Summe in ein Quadrat zn 
verwandeln, macht keine Schwierigkeit, da das von x 
unabhängige G-lied nach der der Aufgabe beigefügten 
Beschränkung eine Quadratzahl ist. Vieta sieht aber 
nicht, dafs die Aufgabe ebenso gelöst werden kann, wenn 
nicht 3:*— 1, sondern 1 — k* für die Fläche genommen 
wird; denn die Aufgabe läfst sich alsdann sofort darauf 
zurückführen, dafs eine gegebene Zahl 5 oder 6 oder 
irgend eine andere Zahl ein Quadrat liefere, wenn man 
sie mit einer Quadratzahl multipliziert und das Produkt 
um 1 vermehrt, was immer sehr leicht ist, da die Ein- 
heit eine Quadratzahl ist. 
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die Seiten 3a:, 4a; und 5x. Dann soll nach der Voraus- 
aetzTing 6a;* — 6 eine Quadratzahl, etwa gleich 4a;* sein. Es 
kommt also wieder darauf an, ein rechtwinkliges Dreieck und 
eine Quadratzahl von der Beschaffenheit zu finden, daTs, wenn 
man die Quadratzahl von der Fläche des Dreiecks subtrahiert 
und den Reet mit 6 multipliziert, das Produkt ein Quadrat 
werde. 

Wir bilden nun wieder das rechtwinklige Dreieck ver- 
mittels der Zahlen x und — und nehmen als Seite des Qua- 
drats die Differenz an, die erhalten wird, wenn man von x 
den Bruch — mit der Hälfte der gegebenen Zahl, also mit 3, 
als Koeffizienten subtrahiert. Das Quadrat wird dann 

a;» + |j _,6 
sein. Wird dies Quadrat von dem Flächeninhalt des Dreiecke, 

d, i. a? j, subtrahiert, so bleibt 6 f Das Sechsfache 

dieses Kestes, mit x^ multipliziert, wird 36 a;* — 60, und wenn 
wir diesen Ausdruck gleich dem Quadrat über der Seite 
6x — 2 setzen, so erhalten wir 



Das rechtwinklige Dreieck ist also vermittels der Zahlen -r- 
und -^ zu bilden, und die Seite des Quadrats wird — sein, 

leh habe diese und die beiden folgenden Aufgaben 
nach einer besondern Methode gelöst, welche den Vor- 
teil bietet, nicht bloTs überhaupt ein Dreieck zu geben, 
dessen FlSche bei Addition einer gegebenen Zahl, z. B. 
5, ein Quadrat wird, sondern dieses Dreieck in den 
kleinsten Zahlen, in diesem Falle — , -^, -^ zn liefern. 
Die Fläche dieses Dreiecks ist 20, und diese Zahl wird 
bei Addition von 5 die Quadratzahl 25. Doch ist hier 
nicht der Ort, über die Begründung und Anwendung 
dieser meiner Methode weiteres hinzuzufügen; denn der 
Rand wHrde nicht ausreichen, da ich vieles zu berichten 
habe." 

17* 
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Ich drücke nun die Seiten des gesuchten Dreiecks durch 
X mit den Zahlen als Koeffizienten aus [welche sich vermittela 
der Werte — und ^ ergeben haben], und wenn ich dann die 
Aufgabe weiter verfolge, werde ich einen rationalen Wert 
Ton X erhalten. 

[Die Katheten werden -r^r^ *uid 2x sein, und da die 
G^leichoDg 

4016 . „ 1869 g 
■576"*^"**°" 576"* 
den Wert 

8 

liefert, so erhält man fSr die Seiten des Dreiecks 
4016 16 41771*-, 
604 ' 7 ' 504 J •'■ 



6. Aufgabe. Ein rechtwinkliges Dreieck Ton der 
Beschaffenheit zu finden, dafs, wenn man den Flächen- 
inhalt desselben von einer gegebenen Zahl subtra- 
hiert, der Best eine Quadratzahl sei. 

AoflÖsimg. Die gegebene Zahl sei 10. Wir bilden wieder 
das rechtwinklige Dreieck, dessen Seiten 3:e, ix und bx sind. 
Dann soll 10 — Qa? ein Quadrat werden. Setzen wir diesen 
Ausdruck gleich a? mit einer Quadratzahi als Koeffizienten, 
so erkennen wir, dafs es wieder darauf ankommt, ein recht- 

*) Unter denselben Voranssetzungen wie in der voihergeben- 
den Aufgabe kommen wir zu der Gleichung 

(1) X* t(»»' - n^mn — ft»] = a, 

welche, wenn 

angenommen wird, in 

w »^[■■'-=^"]-«' 

übergeht, ao dafs hier der Ausdruck 4(^»»* — (o* + 4ffl) in ein 
Quadrat zn verwandeln ist. 
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winkliges Dreieck und eine Qaadratzahl von der Beschaffen- 
heit zu finden, dafs die Quadratzahl, wenn sie um die Fläche 
des Dreiecks vermehrt wird, den zehnten Teil einer Quadrat- 
zahl bilde. 

Wir bilden das rechtwinklige Dreieck vermittels der 

Zahlen x nnd — und nehmen als Seite des Quadrats \- 5x; 

wird das Quadrat dieses Ausdrucks zum Flächeninhalt des 
Dreiecks addiert, so ergiebt sieh 26a;* -|- 10, Das Zehnfache 
dieser Summe, d. i. 260a^ + 100, soll ein Quadrat werden; 
dann mufs auch der vierte Teil dieses Ausdrucks, nämlich 
65a^ + 25 ein Quadrat sein. Wird derselbe gleich dem Qua- 
drat über der Seite 5 + 8iC gesetzt, so erhält man x =• 80. 
Diesen Wert setzen wir in die Ausdrücke für die Zahlen ein, 
vermittels welcher das rechtwinklige Dreieck gebildet wird, 
und verfahren darauf ganz wie in der vorhergehenden Aufgabe. 

I Die Katheten werden (6400 — ^iöö) ^ ^^^ ^^ ^^""i ^^"^ 
liefert die Gleichung 

10_(6400-^),=-_(i+400)V 
den Wert 



Also sind die Seiten des Dreiecks 

40 969 999 2 12 804 



825 600 ' 



m 



*) Unter denselben Voraussetznngen, wie in den beiden vor- 
hergehenden Aufgaben, erhalten wir die Gleiehong 

x»[(ni* -«*)m« + &»] = o, 
welche fUr 

."-i. * = i + " 

^ L" + ~4~ + m'j = a 
od«r 

a;^(4a* + «'»»* + 4aMt*) = 4a* 

übergeht. Ea ist also 4a* + a'm* + 4a»«' in ein Quadrat zu 
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6. Aufgabe, Eiu rechtwinkliges Dreieck von der 
Beschaffenheit zu finden, dafa die Summe des Flächeu- 
inhalts und der einen Kathete gleich einer gegebenen 
Zahl sei 

AnflGsnng. Die gegebene Zahl sei 7. Das Dreieck aei 
wieder der Form nach gegeben, und zwar habe es die Seiten 
3x, 4sc und 5x. Dann soll 

sein. Es müfste also [damit x rational werde] das Quadrat 
des halben Koeffizienten von x, vermehrt um das Siebenfache 
des Koeffizienten Yon «*, eine Quadratzahl sein, was nicht 
der Fall ist*). Wir mdasen daher ein rechtwinkliges Dreieck 
von der Beschaffenheit ermitteln, dafs das Quadrat der Hälfte 
der einen Kathete, wenn man es um das Siebenfache des 
Flächeninhalts vermehrt, eine Quadratzahl bleibt. 

Es sei die eine Kathete x, die andere 1, so wird die in 
Rede stehende Zahl 3ya: + ^, und diese, also auch das Vier- 
fache derselben, d. i. 14a: + 1, soll ein Quadrat werden. 
Damit nun auch die Seiten des rechtwinkligen Dreiecks rational 
werden, mufs iC* + 1 ebenfalls ein Quadrat sein. Die Differenz 
dieser beiden Ausdrücke ist a:* — 143; und hat die Divisoren 
X und X — 14. Multipliziert mau die halbe Differenz dieser 
beiden Divisoiren mit sich selbst, so erhält man 49. Diese 
Zahl ist dem kleineren Ausdruck gleich zu setzen, wodurch 
sich X = - ergiebt. 



verwandeln, und da das von m unabhängige Glied ia^ eine Qua- 
dratzahl ist, so macht dies keine Schwierigkeit. 

*) Ciophant löst, wie es scheint, die Gleichung 

ax* -\- bx = c, 
indem er 

M- + b(ax) - ac 
setzt, woraus sich 

ergiebt. 
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Ich setze daher die eine Kathete gleich — , die andere 
gleich 1, oder, wenn beide mit 7 multipliziert und durch x 
mit den gefundenen Zahlen ala Koeffizienten ausgedrückt 
werden, die eine Kathete gleich 24«, die andere gleich Ix; 
die Hypotenuse wird dann ^hx und die Summe der Fläche 
und der zweiten Kathete 842;' +7^*^ sein. Diese Zahl soll 
gleich 7 sein. Daraus ergiebt sich x ^-r- Folglich sind 
die Seiten des Dreiecks 6, -^, -7-, und diese Werte genügen 
der Aufgahe*). 

7. Aufgabe. Ein rechtwinkliges Dreieck von der 
Beschaffenheit zu finden, dafs, wenn man den Flächen- 
inhalt um eine Kathete vermindert, die Differenz 
gleich einer gegebenen Zahl sei. 

Auflösung. Die gegebene Zahl sei 7. Wir sehen wieder 
das Dreieck als der Form nach gegeben an. Dann stellt es 
sich heraus, dafs es darauf ankommt, ein Dreieck von der 
Beschaffenheit zu ermitteln, dafs das Quadrat der Hälfte der 
einen Kathete, vermehrt um das Siebenfache des Flächen- 
inhalts, eine Quadratzahl sei. Nun haben sich in der vorigen 



*) Aninerkimg von Fermat: „Diese Aufgabe und die 
folgenden lassen sich auoh auf andere Weise lösen: Man 
bilde in diesem Falle das rechtwinklige Dreieck ver- 
mittels der gegebenen Zahl und der Zahl 1. Das ge- 
suchte Dreieck entsteht dann, wenn man jede Seite des 
ersteren durch die Summe von 1 und der gegebenen Zahl 
dividiert." 

Werden nämlich die Seiten des gesuchten Dreiecks gleich 

(a*— 1)1, 2aa:, (o* + 1)« 

angenommen, wo a die gegebene Zahl bezeichnet, so ist die Gleichung 

{a^ ~l)aa?-^ 2ax=a 
zu lösen, deren eine Wurzel x ^ ^ _ -\ — ^~- oder x =• — ^- j- 
ist Die gesuchten Seiten sind daher 
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Aufgabe 1, 24, 25 als Seiten eines solchen rechtwinkligen 
Dreiecks ei^eben. 

Drücke ich jetzt die Seiten des gesuchten Dreiecks durch 
X mit den genannten Zaiilen als Koeffizienten aus, so erhalte 
ich för den um eine Kathete verminderten Flächeuinhalt 
84a^ — 7a:. Dieser Ausdruck soll gleich 7 sein; dann wird 
X = j-, und diesen Wert haben wir in die Ausdrücke für die 
Seiten einzusetzen*). 



*) Ist a die gegebene Zahl, und nimmt man {a* — l)x, 
2ax, (a^ -f~ 1)^ ^^ Seiten des gesuchten Dreiecks an, eo soll 

a(a» — l)a;*— 2aa:= a 
oder 

{«» —1)^ —2x=l 

sein. Diese Gleichung bat die positive Wurzel x = — -^—r- , so 
dafs sieb für die Seiten des Dreiecks die Zahlen 

ergeben. Daher sagt Fermat: 

„Man bilde das rechtwinklige Dreieck vermittels 
der gegebenen Zahl und der Zahl 1; wenn man dann jede 
Seite dieses Dreiecks durch die Differenz zwischen der 
gegebenen Zahl und 1 dividiert, so erhält man die Seiten 
des gesuchten Dreiecks. Diese Aufgabe erhält nach der 
Methode, nach welcher ich doppelte Gleichungen dieser 
Art auf unendlich viele Weisen löse, unendlich viele 
Lösungen. Die Methode, die ich anwende, habe ich unten 
bei der 24. Aufgabe berührt und erläutert. Jene unend- 
lich vielen Lösungen passen sogar für die vier folgea- 
den Aufgaben, was weder Diophant noch Bachet bemerkt 
hat. Warum hat aber weder Diophaut, noch Bachet 
die folgende Aufgabe hier hinzugefügt: Ein recht- 
winkliges Dreieck von der Beschaffenheit zu finden, dafs 
eine seiner Katheten, wenn man den Flficheninbalt da- 
von subtrahiert, gleich einer gegebenen Zahl wird? Sie 
Bcheinen dieselbe nicht gekannt zu haben, weil sie 
aich nicht sogleich bei der Lösung der doppelten Glei- 
chung darbietet. Nach meiner Methode kann sie jedoch 
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8. Aufgabe. Ein rechtwinkliges Dreieck von der 
Beschaffenheit zu finden, dafe man eine gegebene 
Zahl erhält, wenn man den Flächeninhalt nm die 
Summe der beiden Katheten vermehrt. 

AaflÖSTUig. Die gegebene Zahl sei 6. Wir gehen wieder 
davon aus, das Dreieck sei der Form nach gegeben [Es habe 
die Seiten Zx, 4x, 5x\. Dann finden wir, dals es darauf an- 
kommt, ein rechtwinkliges Dreieck von der Beschaffenheit zu 
ermitteln, dafs das Quadrat der halben Summe der beiden ~ 
Katbeten eine Quadratzahl bleibt, wenn man das Sechsfache 
des Flächeninhalts dazu ^zäblt*). 

Setzen wir wieder die eine Kathete gleich x, die andere 
gleich 1, so liegt uns ob, den Ausdruck t^ + -r^ + -j zu 
einem Quadrat zu machen. Dann mufs auch das Vierfache 
desselben, d. i. «* + 143; + 1 ßi° Quadrat werden. Es mufs 
aber auch x? -{- 1 ein Quadrat sein. Die Differenz beider 
AaadrQcke 14 x hat die Divisoren 2x und 7. Das Quadrat 
der halben Differenz dieser beiden Divisoren ist a:'+ 12^ — Ix. 
Wird dies gleich a;* + 1 gesetzt, so erhält man ar = ^ ■ Die 
Seiten des Dreiecks werden also — , 1, — sein, oder, wenn 
wir alle mit 28 multiplizieren und durch x mit den erhaltenen 
Zahlen als Koeffizienten ausdrucken, ibx, 28;Z, 53x. 

Addiert man jetzt die Summe der beiden Katheten zum 
Flächeninhalt, so ei^ebt sich 630a:* + 73a:. Wird dies gleich 
6 gesetzt, so findet man für x einen rationalen Wert, durch 
dessen Einsetzung in die Ausdrücke für die Seiten die Lösung 
der Aufgabe beendet wird. 

46 S8 631 



["■I 



Seiten -. 



leicht gefunden werden, und in ähnlicher Weise kann 
man bei den folgenden Aufgaben noch diesen dritten 

Fall ergänzend hinzufügen." 

*) Die Gleichung 6 a;* -f 7 a: =- 6 liefert nämlich 



«' — 1 + 1/(1)' + "■«■ 

Dn,i,cdb,G00glc 



VI. Buch. 

Ein rechtwinkliges Dreieck zu finden, 
dessen Flächeninhalt gleich einer gegebenen Zahl 
wird, wenn man ihn um die Summe der beiden Ka- 
theten vermindert. 

AnflÖBOng. Die gegebene Zahl sei 6. Wir nehmen wieder 
an, das verlangte Dreieck sei der Form nach gegeben. Dann 
stellt es sich heraus, dafs es darauf ankommt, ein rechtwink- 
liges Dreieck von der Beschaffenheit zu ermitteln, dafs das 
Quadrat der halben Summe der beiden Katbeten eine Quadrat- 
zahl bleibt, wenn man das Sechsfache des Flächeninhalts dazu 
zählt. Diese Aufgabe ist aber schon gelöst worden, und es 
haben sich die Zahlen 28, 45, 53 ergeben. 

Ich drücke nun die Seiten des gesuchten Dreiecks durch 
X mit diesen Zahlen als Koeffizienten aus und erhalte durch 
Lösung der Gleichung 

630x* — 73a: = 6 
den Wert 



welcher in die Ausdrucke für die Seiten einzusetzen ist. 

ri68 m 3181^, 

L35 ' 36 ' 35J -*■ 



10, Aufgabe. Ein rechtwinkliges Dreieck zu fin- 
den, dessen Fläche gleich einer gegebenen Zahl wird, 
wenn man die Summe der Hypotenuse und der einen 
Kathete dazu zählt. 

AaflÖBnng. Die gegebene Zahl sei 4. Wir nehmen wieder 
an, das Dreieck sei der Form nach gegeben. Dann stellt sich 
heraus, dal^ wir ein rechtwinkliges Dreieck von der Beschaffen- 
heit zu ermitteln haben, dafs, wenn man die halbe Summe 



*) Fermat bemerkt: „Hier ist die nach meiner Me- 
thode zu lösende Aufgabe hinzuzufügen: Bin recht- 
winkliges Dreieck von der Beschaffenheit zu finden, 
dafs die Summe der Katheten gleich einer gegebenen 
Zahl wird, wenn man den Flächeninhalt davon sub- 
trahiert." 
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der Hypotenuse und der einen Katbete mit sich selbst multi- 
pliziert und die erhaltene Zahl um das Vierfache der Fläche 
vermehrt, die Summe ein Quadrat #erde. 

Wir bilden jetzt das reehtwintlige Dreieck vermittels der 
Zahlen x und x ■\- \. Dann ist [die eine Kathete 2x -\- 1, 
die andere Kathete 2x{x-\-\.), die Hypotenuse 2^-\-2x-\-\, 
die Summe der Hypotenuse und der ersten Kathete 2x*-\-ix-\-2, 
also] das Quadrat der halben Summe der Hypotenuse und der 
einen Kathete a^ + 4a;' + Gx? + ^a; + 1, und das Vierfache 
des Flächeninhalts 8a:' + 12a:* + 4a:. Wir haben somit 
a:* + 12x' + 18a:* + 8a; + 1 zu einem Quadrat zu machen. 
Setzen wir diesen Ausdruck gleich dem Quadrat über der 

Seite «* -(- 6a; — 1, so ergiebt sich a: = -j- ^^^ rechtwink- 
lige Dreieck ist also mittels der Zahlen - und -j, oder, wenn 
alles viermal genommen wird, mittels 9 und 5 zu bilden. Von 
den eo bestimmten ähnlichen Dreiecken nehmen wir das 
kleinste und drQcken die Seiten desselben durch x mit den 
erhaltenen Zahlen als Koeffizienten, also durch 38^, 45a;, 
53 a; ans. Wenn wir jetzt den Flächeninhalt um die Summe 
der Hypotenuse und der einen Kathete vermehren und das 
Resultat gleich 4 setzen, so erhalten wir 

63na:* + 81a; = 4, 
woraus sich 



ergiebt. Diesen Wert haben wir dann noch in die Ausdrücke 
für die Seiten einzusetzen. 

rua 180 212 1 

Ll06' 105' loeJ' 



11, Aafgabe. Ein rechtwinkliges Dreieck von der 
Beschaffenheit zu finden, dafs der Flächeninhalt des- 
selben gleich einer gegebenen Zahl wird, wenn man 
ihn um die Summe der Hypotennse und der einen Ka- 
thete vermindert. 
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Anflöaunjf. Die gegebene Zahl sei 4. Wir nehmen wieder 
an, daa Dreieck sei der Form nach gegeben. Es kommt 
dann darauf an, ein rech^inkliges Dreieck von der Beschaf- 
fenheit zu finden, dafs die vierfache Fläche desselben ein Qua- 
drat wird, wenn man sie um das Quadrat der halben Summe 
der Hypotenuse und der einen Kathete vermehrt. Es ist nun 
oben gezeigt worden, dafc die Seiten 28, 45, 53 dieser Be- 
dingung genügen. 

Ich drücke jetzt die Seiten des Dreiecks durch x [mit 
diesen Zahlen als Koeffizienten] aus; dann wird 
630 a;* — 81a; = 4, 

und daraus ei^iebt sich 

1 

welcher Wert in die Ausdrücke für die Seiten einzusetzen ist*). 



13. Aufgabe. Ein rechtwinkliges Dreieck von der 
Beschaffenheit zu finden, dafs die Differenz der Ka- 
theten ebenso wie die gröfsere Kathete selbst ein 
Quadrat sei, und dafs ferner die Fläche zu einem 
Quadrat wird, wenn man die kleinere Kathete dazu 
zählt. 

Aoflösnn^. Wir bilden die Seiten des rechtwinkligen 
Dreiecks vermittels zweier Zahlen und setzen voraus, das 

*) Bachet fügt hier die Aufgabe hinzu: Ein rechtwink- 
liges Dreieck zu finden, dessen Flächeninhalt, wenn man 
ihn um die Hypotenuse vermindert, gleich einer gegebe- 
nen Zahl wird. 

Fermat bemerkt: „Es kann hier die nach meiner 
Methode zu behandelnde Aufgabe hinzugefügt werden: 
Ein rechtwinkliges Dreieck von der Beschaffenheit zu 
finden, dafs die Summe der Hypotenuse und der einen 
Kathete gleich einer gegebenen Zahl wird, wenn man 
die Fläche davon subtrahiert. Ebenso kann der Bachet- 
scben Besprechung folgende Aufgabe zugefügt werden: 
Ein rechtwinkliges Dreieck zu finden, dessen Hypotenuse 
gleich einer gegebenen Zahl wird, wenn man den FlSchen- 
inhalt davon subtrahiert." 
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doppelte Produkt dieser beiden Zahlen gebe die gröfaere Ka- 
thete. Es sind also zwei Zahlen zu ermitteln, die so beschaf- 
fen sind, dafs sowohl das doppelte Produkt, als auch die Dif- 
ferenz zwischen diesem doppelten Produkt und der Differenz 
der Quadrate derselben eine Quadratzahl sei. Diesen beiden 
Bedingungen genOgen aber stets zwei Zahlen, von denen die 
grSfsere das Doppelte der kleineren ist Wird also das Drei- 
eck Termittels der Zahlen x und 2x gebildet, eo sind schon 
zwei der gestellten Forderungen erfüllt. 

Es soll nun noch die Fläche des Dreiecks eine Quadrat- 
zahl werden, wenn man die kleinere Kathete dazu zählt. Man 
erhält dann aber 6«* -{- 3a;*, und wenn wir durch ic* divi- 
dieren, so wird daraus 6a:* + 3. Diesen Ausdruck haben wir 
in ein Quadrat zu verwandeln. Wir werden also eine Zahl 
von der Beschaffenheit suchen, daTs das Sechsfache des Qua- 
drats derselben zu einer Qaadratzahl wird, wenn man 3 hin- 
zuzählt. Dieser Bedingung geuGgen 1 und unendlich viele 
andere Zahlen. Das gesachte Dreieck ist also dasjenige, wel- 
ches vermittels der Zahlen 1 und 2 gebildet wird*). 

HilßwatB. Wenn zwei Zahlen gegeben sind, deren 
Summe eine Quadratzahl ist, so lassen sich unendlich 
viele Quadrate ermitteln, von denen jedes eine Qua- 
dratzahl bleibt, wenn man es mit der einen gegebenen 
Zahl multipliziert und das Produkt um die andere 
Zahl vermehrt. 

Die gegebenen Zahlen seien 3 und 6. Man soll ein Qua- 
drat finden, welches eine Quadratzahl bleibt, wenn man es 
mit 3 multipliziert und das Produkt um 6 vermehrt. Wird 
das gesuchte Quadrat gleich a^ -\- 2x -{- 1 gesetzt, so soll 
3x* -|~ 6 X -(- 9 zu einem Quadrate gemacht werden. Da das 
von X unabhängige Glied eine Quadratzahl ist, so ist dies auf 

*) Wird das rechtwinklige Dreieck vermittels der Zahlen 
2x, X gebildet, so sind die Seiten 3x*, 4^^ 5x*, die FlSche 6a;*, 
und es ist Gx* + Sx^ = x''{Gx^ + 3), also 6a:* + 3 zu einem Qua- 
drat zu machen. Da uuu 6 + 3 = 9 eine Quadratiahl ist, so 
findet der folgende Hilfssatz hier Anwendung. 
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nDendlich viele Arteo mSglicli. Wird z. B. die Seite des Qua- 
drats gleich 3 — 3« aDgeDommen, bo ergiebt sieh x=4. Die 
Seite des Quadrats wird also b sein, nnd es lassen sich noch 
unendlich viele andere LösuDgen ermitteln*). 



13. Aufgabe. Ein rechtwinkliges Dreieck zu finden, 
dessen Flächeninhalt ein Quadrat wird, wenn man 
jede der Katheten dazu zählt. 

Auflösung.. Wir nehmen an, das Dreieck sei der Form . 
nach gegeben, habe z. B. die Seiten 5x, 12x, 13x; dann soll 
[zunächst] 30 a:* + 12 a; ein Quadrat sein. Wird dieser Aus- 
druck gleich 36 a:* gesetzt, so ergiebt sich x^2. Nun sollte 
für diesen Wert x = 2 auch 30a:* + ^^ ein Quadrat sein, 
nnd das ist nicht der Fall. Es kommt also darauf an, ein 
Quadrat von der Beschaffenheit zu ermitteln, dafs sich eine 
Quadratzahl ergiebt, wenn man es um 30 vermindert, mit 
dem Best in 13 dividiert, den Quotienten ins Quadrat erhebt 
und zum Dreifsigfachen dieses Quadrats das Fünffache seiner 
Seite addiert**). 

Wird dies gesuchte Quadrat x* genannt, so ergiebt sich, 
wenn mau dasselbe um 30 vermindert ond mit dem Best in 



*) Ist o + & ^ m^, so kann man den Ausdruck ax' + ö zu 
einem Quadrat machen, indem man x = 1 -|- y setzt. Es wird 
dann 

ax^ -\- b = a -\- 2ay -f oy* + i = m* + 2ai/ + a/. 
Wir setzen jetzt 

m* + 2aj/ + ay* ^ ("» + *?)' ^ tw' + 2mky + Jc^y^ 

und erhalten 

2mk — 2a k*~-2nik4-a 

^J = ~a-k'-' ^ k'-a ' 

wo k jede Zahl sein kann. 

**) Wird nämlieh 30a:^ + 123: ^ Ä*x* angenommen, so folgt 
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12 dividiert, ,_ ■ Das Quadrat dieses Quotienten ist 

~ "m qnn — fio ' ' ^'""^ dasselbe mit 30 multipliziert und zum 
Produkt das Fünffache seiner Seite addiert, so erhält man 
■ 4-^(10 — eo ""'' '^^^ ^'^^ ^"'^ gleich einem Quadrat sein. Da 
nun der Kenner ein Quadrat ist, so hat man nur den Zähler 
60a:^ + 2520 zu einem solchen zu machen. Es soll also eine 
Quadratzahl gefunden werden, deren Sechzigfaches, vermehrt 
um 2520, wieder ein Quadrat sei. Wenn wir es daher bei 
Bildung des Dreiecks so eingerichtet hätten, dafs 60 -|- 2520 
ein Quadrat wäre, so wäre die Aufgabe gelöst. 

Die Zahl 60 entsteht nun durch Multiplikation der beiden 
Katheten, und 2520 ist das Produkt aus drei Faktoren, näm- 
lich der gröfseren Kathete, der Differenz der beiden Katheten 
und dem Flächeninhalt des Dreiecks. Es kommt also darauf 
an, ein rechtwinkliges Dreieck von der Beschaffenheit zu er- 
mitteln, dafs das Produkt der beiden Katheten eine Quadrat- 
zahl wird, wenn man das Produkt aus der gröfseren Kathete, 
der Differenz beider Katheten und dem Flächeninhalt des 
Dreiecks dazu zählt. Wenn wir daher die gröfsere Kathete 
gleich einer Quadrat^.ahl setzen und alles [den ganzen Aus- 
druck, der ein Quadrat werden soll] durch dieselbe dividieren, 
so mufs die Summe der kleineren Kathete und des Produkts 
aus der Differenz beider Katheten in die Fläche des Dreiecks 
ein Quadrat werden. Die Aufgabe ist also darauf zurUckge- 
fQhrt, zu zwei gegebenen Zahlen, nämlich dem Flächeninhalt 
und der kleineren Kathete, ein Quadrat zu ermitteln, welches 
ein Quadrat bleibt, wenn man ea mit der einen der gegebeneu 
Zahlen multipliziert und die zweite gegebene Zahl dazu zählt. 
Diese Aufgabe lost aber der obige Hilfssatz, und zwar giebt 
er als Seiten des Dreiecks die Zahlen 3, 4, 5. 

Ich drücke jetzt die Seiten des Dreiecks durch x mit den 
erhaltenen Zahlen als Koeffizienten aus; dann soll sowohl 
Gx'-\-4:X, als auch 63^-\-3x ein Quadrat werden. Wenn 
wir die Gleichung mit dem gröfseren Koeffizienten 
[6x^ + ix = Ä'a;*J 
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auflösen, eo erhalten wir 



und 



A* + a6— lat" 

12 t' + 24 



Daher mufs 12ft* + 24 [also auch 3Ä* + 6] zu einem Qua- 
drate gemacht werden. 

Wir sind somit zu der Aufgabe geführt, eine Quadrat- 
zahl zu ermitteln, die ein Quadrat bleibt, wenn man eie mit 
der kleineren der gegebenen Zahlen [3] multipliziert und zum 
Produkt die grötsere gegebene Zahl [6] addiert. Eine solche 
Quadratzahl ist 25. Folglich ist F = 25, ft = 5. Wir haben 
daher, um 6 a:* + 4« in ein Quadrat zu yerwandeln, 

6a;^ + 4a; = 25a:« 
zu setzen; dann einlebt sich 



Werte auch der Aufgabe genügen*). 

*) Wird die gröfsere Kathete gleich ax, die kleinere gleich 
2bx gesetzt, so soll zunächst abx^ -t* '^^ ^'° Quadrat, etwa 

abx^ -\- ax = m*x? 
sein. Daraus folgt 



Es soll aber auch ahx^ ~|- 2bx ein Quadrat werden. Setzt man 

den für x erhaltenen Wert in diesen Ausdruck ein, ao reduziert 

,,,..,,, , a'6 + 2a6(m' — 06) . ,^ , , 

Sich die Auigabe darauf, — ■ . ■ , _ — ^ zu emem Quadrat zu 

machen. Da nun der Nenner ein Quadrat ist, so mufs dei' Zähler, d. i. 

2abm^ + a.ab.(a— 2&) 
ein Quadrat werden. 

Diophant TFKhlt jetzt a nnd h so, dafs der Aufgabe 12 ge- 
nügt wird. Es ist also erstens a eine Quadratzahl; daher ist nur 
2&ni* + o6(a — 2&) 
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14. Aufgabe. Ein rechtwinkliges Dreieck zu finden, 
dessen Flächeninhalt ein Quadrat wird, wenn man 
jede der Katheten davon subtrahiert. 

Aafläsung. Wenn wir das Dreieck wieder wie in der 
vorhergehenden Aufgabe alä der Form nach gegeben voraus- 
setzen, so kommt es darauf an, ein rechtwinkliges Dreieck 
zu finden, welches dem Dreieck mit den Seiten 3, 4, 5 ähn- 
lich ist. Werden die Seiten desselben durch x mit diesen 

in ein Quadrat zu verwandeln. Weiter nimmt Diophant a — 26^1 
an (was den in 12 von ihm gefiiridenec Werten a^i, 26^3 ent- 
spricht), und da nach (12) auch ah -\- 2b eine Qaadratzahl ist, so 
liefert der Hilfssatz in (12) unendlich viele Werte von m, welche 

2bm^ + ab(a — 2b) 
xa einem Qnadrat machen. Hat man m bestimmt, so kennt man 
auch den Wort von x, und damit ist die Aufgabe gelöst. 

Anmerkung Fermats: 

„Diophant giebt uns nur eine Art von (einander 
ähnlichen) Dreiecken, welche der Aufgabe genügen. 
Nach meiner Methode sind aber anendlich viele Drei- 
ecke verschiedener Art vorhanden, welche der Reihe nach 
ans dem von Diophant gegebenen hergeleitet werden. 

Es sei nämlich das Dreieck mit den Seiten 3, 4, 5 
gefunden, welches die Eigenschaft hat, dafs daa Produkt 
der beiden Katheten ein Quadrat wird, wenn man das Pro- 
dukt ans der gröfseren Kathete, der Differenz beider 
Katheten und dem Flächeninhalt dazu zfihlt. Um aus 
demselben ein zweites Dreieck von derselben Beschaffen- 
heit herzuleiten, nehmen wir die gröfsere der beiden 
Katheten des gesuchten Dreiecks gleich 4, die kleinere 
dagegen gleich 3 -f- a; an. Dann sind das Produkt beider 
Katheten und das Produkt, aus der gröfseren Kathete, 
der Differenz beider Katheten und der Fläche zusammen 
gleich 36 — 12a; — 8x*, und dieser Ausdruck soll ein 
Quadrat werden. Da aber 4 und 3 -{- x die Katheten 
eines rechtwinkligen Dreiecks sind, so mufs auch die 
Summe ihrer Quadrate eine Quadratzahl sein. Diese 
Summe ist aber 25 + 6a; + *'^ ^^^ auch dieser Ausdrnck 
ist zu einem Quadrat zu machen. Es entsteht also eine 
doppelte Gleichung; denn sowohl 36 — 12x — 8x^, als 
auch 25 + 6a; + a;* mufs ein Quadrat werden. Die Lö- 
sung dieser doppelten Gleichung macht aber keine 
Schwierigkeit." 
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ZahleD als Koeffizienten, also durcli Zx, ix, 6x ausgedrückt, 
80 soll zunächst Qa? — 4x ein Quadrat sein. 

Wenn wir nun Toraussetzen, dafs dies Quadrat kleiner 
als 6:r^ sei, so ergiebt sich*) fttr x der Bruch, der entsteht, 
wenn man 4 durch die Differenz zwischen 6 und einer ge- 
wissen Quadratzahl dividiert Wird dies Quadrat mit ^ 
bezeichnet, so soll noch für den erhaltenen Wert von x aucli 
der Ausdruck 6»* — 3a; ein Quadrat werden. Es ist aber 



3^ = ^— i-i 



t* + 86 — 121" 

— ISP 



und wenn wir diesen letzten Bruch von „ . ., subtra- 

hieren, so bleibt „ . _ ,, ■ Da nun der Nenner dieses 
Bruches ein Quadrat ist, so mufs auch 12P--f- 24 ein Quadrat 
werden, und das geschieht fSr J; >= 1 . 

Ich setze daher 6a;* — ix •= s^ und erhalte 



Die Seiten des gesachten rechtwinkligen Dreiecks werden folg- 
lich -r, Y und 4 sein. 

Will man für h nicht den Wert 1 benutzen, so bat man 
[um 12Ä* + 24, also auch 3ft* + 6 zu einem Quadrat zu 
machen] h durch Z -^- 1 zu ersetzen. Dann wird 

3i»+6 = 3i» + 6; + 9, 
und diesen Ausdruck in ein Quadrat zu verwandeln ist sehr leicht. 
Man findet dabei, dafs l nicht gröfser als -^ sein darf; dann 
wird die Seite des Quadrats, d. i. l-^\, nicht grÖfser als 
— sein, nud wenn man das so ermittelte Quadrat von 6 

*) 6 a;* — 4 a; = Ä*a;*, 
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subtrahiert, so erhält mao gleichfalls einen rationalen Wert 
von X*). 

IK. Aufgabe. Ein rechtwinkliges Dreieck zu findcD, 
dessen Flächeninhalt eine Quadratzahl wird, sowohl 
wenn man die Hypotenuse, als auch wenn man die 
eine Kathete davon subtrahiert. 

Auflösung. Das Dreieck sei der Form nach gegeben 
durch seine Seiten 5x, 4:X und 5x; dann soll jeder der Aus- 
drScke 6a;* — 5a; und 6a;* — 3a: ein Quadrat werden. 

Wenn ich nun zunächst 6a:* — 3a; zu einem Quadrat 
mache [6x* — 5x ^h^x^, so wird a; =' _ ,, ■ Für diesen 
Wert von x wird 



A* + 86 
Von diesem Brnche 



+ B6 - ISfc' "" """ 
„ , 90— 15 t' 

l^^ =1 J4 + 36 _- i2ifc» 

ZU subtrahieren und der Best zu einem Quadrat zu machen. 
Da der Nenner des Restes eine Quadratzahl ist, so hat man 
nur 15%* — 36 in ein Quadrat zu verwandeln. 

Diese Forderung ist jedoch nicht zu erfliUen, da sich 15 
nicht in zwei Quadrate zerlallen lässt**). Daraus folgt aber 



*) Die LöBung dieser Aufgabe ist im wesentlichen dieselbe 
wie die der vorhergehenden. 

Zusatz von Fermat: „Nach meiner Methode läfst sieb 
die folgende sonst sehr schwierige Aufgabe lösen: Ein 
rechtwinkliges Dreieck von der Beschaffenheit zu er- 
mitteln, dafs jede der Katbeten eine Quadratzahl als 
Rest giebt, wenn man den Fl&chenlnhalt von ihr sub- 
trahieit." 

**} Der Ausdruck ax' — &* läfst sich allerdings nur dann 
in ein Quadrat verwandeln, wenn a in zwei — ganze oder ge- 
brochene — Quadratzahlen zerfällt werden kann. Ist nämlich 
— ein Wert von x, fUr welchen dieser Ausdruck ein Quadrat c* 
wird, also 

18* 
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nicht, dafs auch die ursprüngliche Aufgabe unmöglich sei; 
wir haben nur Qber das Dreieck nähere Bestimmungen zu 
treffen. 

Nun ist 15h' dadurch entstanden, dafs wir ein Quadrat, 
welches kleiner als der Flächeninhalt ist, mit dem Produkt 
aus der Hypotenuse und der einen Kathete multipliziert haben. 
Die von 15Ä* zu subtrahierende Zahl 36 ist aber das Produkt 
aus drei Faktoren: dem Flächeninhalt, einer der Katheten 
und der Differenz zwischen der Hypotenuse und eben dieser 
Kathete. Es kommt also zunächst darauf an, ein rechtwluk- 
liges Dreieck und eine Quadratzahl zu ermitteln, die kleiner 
als die Fläche des Dreiecks und so beschaffen ist, dafs, wenn 
man das Quadrat mit dem Produkt aus der Hypotenuse und 
der einen Kathete multipliziert und von dem Resultat das 
Produkt aus dem Flächeninhalt, der nämlichen Kathete und 
der Differenz zwischen der Hypotenuse und eben dieser Ka- 
thete subtrahiert, der Best ein Quadrat sei. 

[Backet, welcher die hier vorhandene Lücke des Origi- 
nals ausfüllt, zeigt, dafs allen diesen Bedingungen genügt wird, 



so ergiebt sieh 

« = (" + '-)S = ö'+©' 

Auch hat es keine Schwierigkeit, einen Ausdruck (a* -{- h') x^ — c* 
in ein Quadi'at zu yerwandeln. Setzt man nEmlicb 

(a* + &*) IC* — c^ =- (ax + ky, 
eo erbält man leicht 



■ ^ ^ aA-t- l /(a'-|- 6')t' + 6-c' 

und es ist noch die WurzelgrSfse rational zn machen. Das ge- 
schiebt durch die Annahme 

(«' + 6«) Ä* + 6V = (bc + kuy, 



giebt, wo M unbestimmt bleibt. Für jedes rationale « wird so- 
wohl k wie X rational. 
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wenn man ein rechtwinkligea Dreieck wählt, welohea ver- 
mittels zweier ähnlichen Flächenzahlen ah* und a gebildet 
wird. Dieses Dreieck hat die Hypotenuse a*i* -f- o', die Ka- 
theten o'6* — o' und 2a*6*, den Pläeheninhalt (a*&* — a*) a'6*. 
AU Quadrat haben wir das Produkt zu nehmen, dessen einer 
Faktor die Differenz zwischen der Hypotenuse und derjenigen 
Kathete ist, welche gleich dem doppelten Produkt der beiden 
benutzten Zahlen ist, während der zweite Faktor die Hälfte 
eben derselben Kathete ist. Dies Quadrat ist also gleich 
(o»6» + ö« — 2o>6*) a^h* ^ («&* - a)» a*h\ 
Es ist nun erstens zu zeigen, dafs das gewählte Quadrat 
kleiner als die Fläche des Dreiecks, d. h. dafs 

{ab^ — dfa^h* < (a*ü)* — aF) a'fc', 
oder 

a*6* + a* — 2o*6* < a'lA — a% 
o'der 

2a» < 2a»ö* 
ist; das ist aber offenbar der Fall, wenn, wie es hier geschieht, 
6 > 1 vorausgesetzt wird. 

Zweitens haben wir darzuthun, dass das Produkt aus 
der Hypotenuse und der gewählten Kathete gleich der Summe 
zweier Quadrate ist. Das geht aus der Identität 

{cf + y') («« + »•) _ («» + J,t,)> + (XV - y„)' 
hervor, welche 

{a^b* + «*) 2a^6^ d. i. (o«6* + o») (a*¥ + a*b*) 
= {aH" + a*by + (a^W - 0*6)= 
liefert. 

Endlich ist noch zu zeigen, dafs das Produkt aus dem 
Quadrat, der Hypotenuse und der gewählten Kathete, ver- 
mindert um das Produkt aus dem Flächeninhalt, derselben 
Kathete und der Differenz zwischen der Hypotenuse und eben 
dieser Kathete, also der Ausdruck 

(ab^~afaH\a*h*'-\-a^2a^V—{a*b*-a?)a*W--iaW{ah'-af 
ein Quadrat sei. Derselbe ist aber offenbar gleich 
(06* - a)» 0*6* (2ö'&* + 2rt* — 2a^&* + 2o'} 
= {ab^ — o)^a*i*'4a», 
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und somit ist bewiesen, dafs unter äer gemachten Voraus- 
setzung auch die letzte Bedingung erfüllt ist.] 

Wir werden also die Aufgabe l&sen, wenn wir voraus- 
setzen, dafs die Zahlen, vermittels welcher die Seiten des 
Dreiecks gebildet werden, ähnliche Flächenzahlen sind. Es 
TCerde z. B. das Dreieck vermittels der Zahlen i und 1 ge- 
bildet, 80 ist das Quadrat, welches kleiner als die Fläche sein 
soll, gleich 36 zu setzen. Wenn wir nun die Seiten des 
Dreiecks durch x mit den erhaltenen Zahlen als Koeffizienten, 
also durch Hx, 16x, llx ausdrücken, so ergiebt sich für die 
Differenz zwischen dem Flächeninhalt und der einen Kathete 
60a;'— 8a;. Wird dieser Ausdruck gleich 36a:' gesetzt, so 
erhält man 



Wenn man diesen Wert in die Ausdrücke für die Seiten ein- 
setzt, so erhält man für dieselben die Werte , , --, welche 
der Aufgabe auch genügen*), 

' 16. HilfaBatK, Wenn eine Quadratzahl dadurch er- 

halten wird, dafs man ein Quadrat mit der einen von 

*) Hat das Dreieck die Katheten mx, 2nx und die Hypo- 
tenuse px, so soll zunächst mnx' ^ 2nx ein Quadrat, etwa 
gleich k'x' sein. Darans folgt 



Femer soll auch mnx^ -j- px ein Quadrat werden; für den er- 
haltenen Wert von x geht dieser Ausdruck über in 
4niw' — amw'j) 4- 2npk* 
(mn - ky 
und da der Nenner ein Quadrat ist, so hat man nur den ZShler 
zu einem solchen zu machen; das geschieht aber, nie oben ge- 
zeigt worden ist, wenn man 

m = «*((>*— 1), 2« = 2a*&», p = a\h* ■]- l) 
und 

Ä* _ o»(6» - l)s . aH' 

annimmt. [Die unteren Zeichen beziehen sieb auf die 17. Aufgabe.] 
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zwei gegebenen Zahlen multipliziert und von dem 
Produkt die zweite gegebene Zahl subtrahiert, so 
läfst sich noch eine andere Quadratzahl ermitteln, 
welche gröfser als die zuerst genommene ist and das- 
selbe leistet. 

Aanössng, Es seien die Zahlen 3 und tl gegeben. Wenn 
wir das Quadrat über der Seite 5 mit 3 multiplizieren und 
vom Produkt 11 subtrahieren, so erhalten wir wieder ein 
Quadrat, nämlich dasjenige über der Seite 8. Man soll nun 
ein anderes Quadrat ermitteln , welches gröfser als 25 ist 
und dasselbe leistet. 

Wird die Seite des gesuchten Qaadrats gleich x -\- 5 
angenommen , so wird das Quadrat selbst x* -j- 10a: + 25 
sein. Wenn man dasselbe mit 3 multipliziert und das Pro- 
dukt um 11 verringert, so erhält man Sa;* -f- 30a; + 64. 
Setzen wir diesen Ausdruck gleich dem Quadrat über der 
Seite 8 — 2*, so wird 3; = 62. Die Seite des gesuchten 
Quadrats ist also 67, das Quadrat selbst 4489, und diese Zahl 
genügt der gestellten Forderung*). 



17. Aufgabe. Ein rechtwinkliges Dreieck zu finden, 
dessen Flächeninhalt ein Quadrat wird, sowohl wenn' 
man die Hypotenuse, als auch wenn man die eine 
Kathete dazu zählt. 

AoflÖBimg. Wenn wir annehmen, das Dreieck sei der 
Form nach gegeben, so haben wir ein rechtwinkliges Dreieck 
i^her zu bestimmen und dazu eine Quadratzahl zu suchen, 
die gröfser als die Fläche des Dreiecks und zugleich so be- 



*) Wenn ax' — & für x = & eine Quadratzahl c* wird, so 
liefert die Annahme x •= k -\- ^i 

ao? — 6 ^ ay^ -\- 2aÄy + c*, 

und wird dieser Ausdruck gleich (c — ly^ gesetzt, so erhalt man 

« == 5?i+_2«^ ^ _ "* + g'=' + ^'^ _ I. . aC^fe + ^Q 

y =■ J-_a"' ^ '^"T* - a — * + !• _ „ . 

wo l nnbtstimmt ist und stets so angenommen werden kann, dafe 
der Wert von x gröfset als h wird. / 
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schaffen ist, dafs, wenn wir diese Quadratzahl mit dem Pro- 
dukt aus der Hypotenuse und der einen Kathete multiplizieren 
und von dem Resultat das Produkt aus dem Flächeninhalt, 
der genommenen Kathete und der Differenz zwischen der Hypo- 
tenuse und eben dieser Kathete subtrahieren, der Rest ein 
Quadrat werde. 

Wir bilden daher das rechtwinklige Dreieck vermittels 
der Zahlen 4 und 1 und nehmen als Quadrat die Zahl 36 
an. Diese ist aber nicht gröfser als der Flächeninhalt. Wir 
haben dann aber zwei Zahlen, nämlich erstens das Produkt 
aus der Hypotenuse und der einen Kathete, d. i. 136, zweitens 
das Produkt aus dem Flächeninhalt, der genommenen Kathete 
und der Differenz zwischen der Hypotenuse und eben dieser 
Kathete, also 4320. Da wir nun ein Quadrat erhalten, wenn 
wir die Quadratzahl 36 mit 136 multiplizieren und von dem 
Produkte 4320 subtrahieren, so können wir ein ■anderes Qua- 
drat bestimmen, welches gröfser als 36 ist und dasselbe leistet. 
Wenn wir dasselbe gleich x* + \2x + 36 setzen und dem 
oben dargelegten Verfahren folgen, so finden wir unendUch 
viele Quadratzahlen, welche der Aufgabe genügen; 'eine der- 
selben wird 676 sein. Wir drücken nun die Seiten des Drei- 
ecks durch 8a;, loa;, 17a; aus; dann wird 
60a;^ + 8a:=676a;^ 

und daraus folgt 

I 

' = f,' 

welcher Wert in die Ausdrücke für die Seiten einzusetzen ist*). 



18. Aufgabe. Ein rechtwinkliges Dreieck von der 
Beschaffenheit zu finden, dafs die Zahl, welche die 

'*) Das Verfahren ist schon in der Anmerkung zur 15. Auf- 
gabe skizziert. 

Fermat fügt hinzu: 

„Man versuche mit Hülfe meiner Methode die sonst 
sehr schwierige Aufgabe zu lösen: Ein rechtwinkliges 
Dreieck von der Beschaffenheit zu finden, dafs sowohl 
die Hypotenuse, als auch die eine Kathete eine Quadrat- 
zahl wird, wenn man sie um die Fläche vermindert." 
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Länge der HalbieruDgslinie eines der spitzen Winkel 
ansdracbb, eine rationale sei. 

Auflösung. Wir setzen die Halbierungslinie des spitzen 
Winkels gleich 5a; und einen [den im Scbeitel des rechtai 
Winkels endigenden] Abschnitt der Basis [gegenfiberliegenden 
Kathete] gleich 32, so wird das Lot gleich 4x sein. Ferner 
nehmen wir von vom herein an, die Basis sei gleich einer belie- 
bigen, durch 3 teilbaren Zahl, etwa gleich 3, so wird der zweite 
Abschnitt derselben 3 — 3a; sein. Da nun der Winkel hal- 
biert und das Lot ly mal so grofe wie der [anliegende] Ab- 
schnitt der Basis ist, so muFs auch die Hypotenuse ly mal 
so grofs wie der Rest der Basis sein [Euklid, VI, 3]. Dieser 
Hest ist aber gleich 3 — 3a;; folglich ist die Hypotenuse 
gleich 4 — 4x. 

Es ist jetst noch zu bewirken, dafs das Quadrat der 
Hypotenuse, d. i. 16a^ + 16 — 32a; gleich der Summe der 
beiden Kathetenquadrate, d. i. gleich 16a;* + 9, werde; dann 
wird 



Alles andere ist klar. Wenn wir die Zahlen, die sich er- 
geben, sämtlich mit 32 multiplizieren, so erhalten wir für 
das Lot 28, 1^ die Basis 96, für die Hypotenuse 100 und 
für die Halbierungslinie 35*^). 



*) Ist das rechtwinklige Dreieck vermittels der Zahlen a, b 
gebildet, so dafa es die Katheten o* — d*, 2ab, die Hypotenuse 
flS _j_ j! jjjt^ y^^ werden die Teile, 
in welche die Winkelhalbierende w 
die Kathete o* — &* zerlegt, mit 
u, V bezeichnet, so kOnnen wir 

»-(«■- »■) I, ! 

,_(a'-S-)(l-8 

setzen. Dann ergiebt sich aus der 
Proportion 

2oi:(ii" + J') — « 




{ = 



(« + ')• 
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10. Aufgabe. Sin rechtwinkliges Dreieck Ton der 
Beschaffenheit zu finden, dafs die Summe des Flächen- 
inhalts und der Hypotenuse eine Quadratzahl, der 
umfang ein Kubus sei. 

Anflöaiuig. Wir nehmen an, der Flächeninhalt des Drei- 
ecks sei X nnd die Hypotenuse gleich der Differenz zwischen 
irgend einer Quadratzahl und x, etwa gleich 16 — x. Da wir 
nun den Flächeninhalt gleich x gesetzt haben, so wird das 
Produkt der Katheten 2x sein. 2x ist aber das Produkt aus 
X und 2. Wenn wir daher die eine Kathete gleich 2 an- 
nehmen, so wird die andere x sein. Der Umfang ist dann 18, 
und das ist keine Kubikzahl. 

Nun ist 18 dadurch entstanden, dafs wir eine willkürlich 
angenommene Quadratzahl um 2 vermehrt haben. Wir müssen 
also eine Quadratzahl suchen, die zn einem Kubus wird, wenn 
man 2 dazu zählt, so dafs also der Kubus die Quadratzahl 
um 2 übertrifft. 

Wird die Seite dieses Quadrats gleich x -\- l, die des 
Kubus gleich x — l angenommen, so wird das Quadrat 
x' -^2x -\- 1, der Kubus x* -f Sa: — 3ic* — 1 sein. Nun soll 
der Kubus um 2 gröfser als das Quadrat sein, oder das Qua- 
drat soll gleich dem Kubus werden, wenn man es um 2 vei^ 
gröfsertj es soll also 

j^^2x + B=ar'-\-Bx — da^ — l*) 
sein, und daraus ergiebt sich 
_______ x = 4. 

sein mufB. Nun soll to eine rationale Zahl, also (2ali)'-|-u^ 
voIlstSndiges Quadrat sein. Es ist aber, wie eine leicbta 
ergiebt, 

(2a!,)- + „>_(^j)".2(a> + J-). 

Wir haben daher a, & so zu wählen, dafs 2(a* -(- b*) eine Qua- 
dratzahl wird. 

*) Dies ist die einzige Gleichung dritten Grades, die sich im 
Diophant vorfindet; dieselbe kann auch in der Form 

ix' -i- i = X^ -{- X 
geschrieben werden, und es ist wahrscheinlich, dafs Diophant seine 
LGaung durch Division mit x* •}- 1 erhalten hat. 
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Somit wird die Seite des Quadrats 5, die des Kubus 3, also 
das Quadrat 25, der Kubus 27 sein. Ich andere daher das 
rechtwinklige Dreieck, und indem ich die Fläche desselben 
gleich X annehme, setze ich die Hypotenuse gleich 25 — x. 
Die Basis bleibt 2, das Lot x. Es mufs nun noch das Quadrat 
über der Hypotennae gleich der Summe der beiden Katheten- 
quadrate, also 

a^ _(. 625 — 50a: = X» + 4 
sein. Daraus erhält man 



und durch Einsetzung dieses Wertes in die Ausdrücke für die 
Seiten erhält man Zahlen, welche der Aufgabe genügen*). 



*) Diophant sefat den Inhalt des Dreiecks gleich x und, 
um die erste Forderung sogleich zu erfüllen, die Hypotenuee gleich 
a' — X. Da nun das Produkt der Katheten gleich ^x ist, so 
wird, wenn die eine Kathete gleich 2, die andere gleich x an- 
genommen wird, der Umfang o* -}- 2 betragen, und es ist a so 
zu wählen, dafs dieser Ausdruck ein Kubus sei. Sobald a be- 
stimmt ist — Diophant wählt a ^ 5 — , liefert die Gleichung 

den Wert Ton x, nKmhch 

(a' + 2 )( <.---a) 

Zusatz von Fermat: 

„Ob sich aber aufaer 25 noch eine andere ganze 
Quadratzabl ermitteln läfst, welche durch Addition von 
2 zu einem Kubas wird? Dies scheint auf den ersten 
Blick eine recht schwierige Untersuchung zu erheischen. 
leb kann jedoch durch einen unanfechtbaren Beweis dar- 
thnn, dafs von allen ganzen Zahlen 25 das einzige Qua- 
drat ist, das ein Kubus wird, wenn man es um 2 ver- 
mehrt, unter den BrtLcheu giebt es freilich unendlich 
viele, welche diese Eigenschaft haben, und Bacheta Ver- 
fahren lehrt sie zu finden. Um die Lehre von den ganzen 
Zahlen, welche so ungemein schön ist und so viele Fein- 
heiten enthält, hat sich weder Baohet noch irgend ein 
anderer, dessen Schriften zu mir gelangt sind, bis jetzt 
bemüht." 

Dafs die Gleichung a;* + 2 ^ y* nor die eine Lösung (in 
ganzen Zahlen) x = b, J = 3 hat, und dafs ebenso a;* + 4 =y* 
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20. Aufgabe. Ein rechtwinkliges Dreieck von der 
Beschaffenheit zu fiadeii, dasB die Summe der Fläche 
und der Hypotenuse eine Kubikzahl, der Umfang 
eine Quadratzahl sei. 

Auflösung. Wenn wir, wie in der vorhergehenden Auf- 
gabe, die Fläche gleich x und die Hypotenuse gleich der Diffe- 
renz zwischen irgend einer Eubikzahl und x setzen, so finden 
wir, dass es darauf ankommt, einen Kubus zu finden, welcher 
ein Quadrat wird, wenn man ihn um 2 vermehrt. 

Wir setzen die Seite des Kubus gleich x — 1 ; dann 
wird die Summe des Kubus und der Zahl 2 gleich 

jr' + 33^ + 1 — 3a;». 
Dieser Ausdruck soll ein Quadrat werden; derselbe sei gleich 
dem Quadrat Ober der Seite \^x-\- 1, so wird a: = -7-- Folg- 
lich wird die Seite des Kubus -7- , also der Kubus selbst -rj- sein. 

Daher setze ich den Flächeninhalt des Dreiecks wieder 

gleich X, die Hypotenuse gleich — x Es ist aber die 

Basis gleich 2, das Lot x, und wenn wir das Quadrat aber 
der Hypotenuse gleich der Summe der beiden Katheten-Qua- 
drate setzen, so werden wir fUr x einen rationalen Wert 
finden*). 



21, Aufgabe. Ein rechtwinkliges Dreieck von der 
Beschaffenheit zu finden, dafs die Summe des Flächen- 
inhalts und einer der Katheten eine Quadratzahl, der 
Umfang ein Kubus sei. 

nur die beiden Lösungen ^ = 2, y ^1; X'^\'\.,y = h besitzt, 
was Fermat in einem Briefe an Digby (Opera, p. 192) aasapricht, 
hat Euler (Algebra H, 192) bewiesen. 

*) Diophant setzt wieder den Flächeninhalt gleich x, aber 
die Hypotenuse gleich a' — X. Weiter nimmt er wieder die 
Katheten gleich 2 und x an. Dann bleibt noch der Ümfong, d. i. 
a' -f- 2 in ein Quadrat zu vei'waudeln. Sobald a bestimmt ist, 
giebt die Gleichung 

(a'-,)'_4+^ 
den Wert von x. 
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AoflÖBUng. Wir bilden das rechtwinklige Dreieck ver- 
mittels einer unbestimmten Zahl z und einer am 1 gröfseren 
Zahl, also vermittels x und x -\- \. Es wird dann das Lot 
Sa; + 1, die Basis 2a;*+ 2«, die Hypotenuse 2a;* + 2^; + 1 sein. 

Nun soll der Umfang ein Kubus und die Summe des 
Flächeninhalts und einer der Katheten eine Quadratzahl sein. 
Der Umfaog 4«* + 63; -f- 2, welcher ein Kubus sein soll, ist 
eine zusammengeeetzte Zahl, lüimlicb das Produkt der Fak- 
toreik 4a; + 2 und a; + 1- Wenn wir also jede Seite des 
Dreiecks durch x ■\- \ dividieren [die Katheten werden dann 

— -~r , zri~ 1 ^^ Hypotenuse ^—i sein] , so 

wird der Umfang gleich 4:X -\- 2, und dieser Ausdruck soll 
in einen Kubus verwandelt werden. 

Weiter soll die Summe des Flächeninhalts und der einen 
Kathete eine Quadratzahl sein. Nun wird der Flächeninhalt 

— , - „ — j-!-7-, die eme Kathete ist — p— , und wenn ich 

a;-f**Ti a;-t-i 

beide Brüche auf denselben Nenner bringe und dann addiere, 

BO erhalte ich - — —*—r-ir-i—, oder, wenn ich mit dem 

Nenner in den Zähler dividiere, 2a;+ 1- Die Summe der beiden 
Brüche ist also 2a; + 1, nnd das soll ein Quadrat werden, " 
während zugleich 4a; + 2 zu einem Kubus gemacht wird. 

Die Aufgabe ist somit darauf zurückgefahrt, eiuen Kubus 
zu suchen, welcher das Doppelte eines Quadrats ist. Diese 
Beziehung besteht zwischen 8 und 4. Es sei also 

4j; + 2 = 8, 
so ergiebt sich 

fl:= 1|- 

Die Seiten des rechtwinkligen Dreiecke werden daher 



sein, und diese Werte genügen der Aufgabe*). 



22. Aufgabe. Ein rechtwinkliges Dreieck von der 
Beschaffenheit zu finden, dafs die Summe des Flä- 



*) Siehe die Anmerkung zur folgenden Aufgabe. 
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cheiiinhalts und einer der Katheten ein Kubua, der 
Umfang eine Quadratzahl sei. 

Auflösung. Wenn wir uns wieder dea in der Torher- 
gehenden Aufgabe angewandten Verfahrens bedienen, so finden 
wir, dals es darauf ankommt, 4x -\' 2 zu einem Quadrat und 
2a; + 1 zu einem Kubus zu machen. Wir haben also ein 
Quadrat zu suchen, welches das Doppelte eines Kubus ist. 
Das ist der Fall mit den Zahlen "16 und 8. Wir setzen daher 

16 = 4ic + 2 
und erhalten 

Das rechtwinklige Dreieck wird also die Seiten -y, -r-, -j- 
haben*). 

28. Aufgabe. Ein rechtwinkliges Dreieck von der 
Beschaffenheit zn finden, dafs der Umfang eine Qna- 
dratzahl, die Summe des Umfangs und des Flächen- 
inhalts ein Kubus sei. 

Aoflösiuig. Wir bilden das rechtwinklige Dreieck ver- 
mittels der Zahlen x und 1. Dann wird die eine Kathete 2x, 
die andere Katbete z^ — 1, die Hypotenuse x^ -\- 1 sein, und 
wir haben 2ix^ -^ 2x zu einem Quadrat, x^ -{- 23^ + x zn 
einem Kubus zu machen. 



*) Wird das Dreieck vermittelB der Zahlen x, y 
sind die Katbeten ^ — ^*, Sa;^, die Hypotenuse x'' + y'; das 

ahnliehe Dreieck mit den Seiten —^ 2j/, " hat den 

Umfang 2 (a; + J^), den Inhalt ^^±ll^^Z^ . wird zu letzte- 
rem die Kathete — addiert, so ergiebt sich als Summe 

(X + y) (3^ - y) fy 4- 1) 

Kun soll in Nr. 21 der Umfang lix -\- y) ein Eubus, die Summe 
{X -f y) {x ^ y) (y + 1) ^.^- q^^^^.^^ werden, während in der 22. 

Aufgabe das Umgekehrte verlangt wird. In beiden Aufgaben 
nimmt Diophant x ^y -\- 1 an, wodurch die in Bede stehenden 
Ausdrucke sich in 2(2^ -j- l) nnd 2^ -|- 1 verwandeln. 
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Den Ausdruck 2a? + 2x in ein Quadrat zu verwandeln, 
ist leicht Man erhält nänilich 



[2x^ ■\-2x = iV, X = 



k'—2J 



den Wert von x, indem man 2 durch irgend eine um 2 ver- 
minderte Quadratzahl dividiert, x mufs dahei aber so bestimmt 
werden, daTs die Summe aus dem Kuhua, dem Doppelteu des 
Quadrats und der Zahl x selbst ein Kubus sei Da nun 
X ^ . , ^ ist, so ist 

. 8 g J 8 2 

'^^ Ut"- 2)" ^^ "= {k? - 2)" * = it' — 2 ■ 
Werden diese drei Brfiche auf denselben Neuner gebracht und 

addiert, so erhält man ., ., ■ Da der Nenner dieses 

Bruches ein Etibus ist, so haben wir nur 2^ oder, indem 
wir durch W dividieren, 2Ä zu eiuem Kubas zu machen. 
Setzen wir 2% gleich irgend einer Kuhikzabl, so erhalten wir 
für M, die Hälfte dieser Zahl. Wenn wir z. B. 8 als diese 
Kuhikzahl annehmen, so wird h die Hälfte von 8, d. i. 4, und 
W = 16. Dann geht die Gleichung 2a;* + 2a; =. ]^^ über in 

leic" = 23^ + 2x, 
und daraus erhält man 

Hiervon mülste man nun 1 subtrahieren, da die eine Kathete 
^ — 1 ist. Die Aufgabe ist also [damit x positiv sei, mufs 
i* > 2, und damit ä > 1 sei, mufs Ä* < 4 angenommen werden; 
W ist aber der vierte Teil eines Kubokubus] darauf zurück- 
geführt, einen Kubus vod der Beschaffenheit zu suchen, dafs 
ein Yiertel seines Quadrats gröfser als 2 und kleiner als 4 sei. 

Wenn wir diesen Kubus mit s^ bezeichnen , so soll 
-rx^ gröfser als 2 und kleiner als 4 werden. Es mufs also 
s^ gr&fser als 8 und kleiner als 16 sein. Von dieser Be- 
schaffenheit ist — , so dafs also der gesuchte Kubus -^ ist. 

Ich setze daher 
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und wenn wir 2 durch h^ ~ 2 dividieren, so erhalten wir 



Von dem Quadrat dieses Ausdrucks läfst sich 1 subtrahieren *), 



24. Aufgabe. Ein rechtwinkliges Dreieck von der 
Beschaffenheit zu finden, dafs sein Umfang eine 
Xubikzahl, die Summe des Umfangs und des Flächen- 
iobalts eine Quadratzahl sei. 

AnflÖanng. Wir müssen zunächst folgende Aufgabe lösen: 
Es sind zwei Zahlen gegeben. Man soll ein recht- 
winkliges Dreieck ermitteln, dessen Umfang gleich 
der einen und dessen Flächeninhalt gleich der an- 
deren dieser Zahlen ist. Die gegebenen Zahlen seien 12 
und 7, und es wird verlangt, dafs der Umfang des Dreiecks 
gleich 12, der Inhalt gleich 7 werde. Das Produkt der beiden 
Katheten wird dann 14 sein, und wenn wir die eine gleich — 

''■) Wir'd das Dreieck vermittels der Zahlen x, y gebildet, so 
ergiebt sich fllr den Umfang 2«* -^ 2xy. Dieser Ausdruck soll 
ein Quadrat sein. Setzt man 

2a;* -f 2xy == ft^x*, 
Bo erhält man x = ' ii ' _ö i ^° ^^^"^ ^^^ Umfang gleich TjEf — sts 

Weiter ergiebt sich für den Inhalt 

also fUr die Summe von Umfang und Inhalt 

4fc'y' — gt'y' + 3Py^ — 2i*y* 
(fc' - 2)' 
Da der Nenner dieses Ausdrucks schon ein Kubus ist, so hat 
man nur den Zähler zu einem solchen zu macheu. 
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annehmen, so mufs die andere gleich lix sein. Es ist abei 
der Umfang gleich 13, folglich die Hypotenase gleich 

12 - -i — 14a:. 
Nun mnis noch das Quadrat dieses Ausdrucks, d. i. 
~ + 196a;» + 172 — - — 336a: 
gleich der Summe der beiden Katheten-Quadrate, d. i. gleich 
-; -f- 196a:* sein. Wenn man die abzuziehenden Zahlen bei- 
derseits addiert, dann Gleiches von Gleichem subtrahiert und 
endlich alles mit x multipliziert, so erhält man 
172a; = 336;r» + 24 

[336a:» - 172a; 24 

(336a;)' - 172(336a;) = - 24 ■ 336 
336a: = 86 + y86' — 24 ■ 33GJ. 
Dieser Gleichung durch einen rationalen Wert von x zu be- 
friedigen, ist unmöglich, wenn nicht das Quadrat des halben 
Koeffizienten von x, vermindert um das Produkt aus dem 
EoefEzieuten von x* in das von x unabhängige Glied, ein 
Quadrat wird. Nun ist der EaeMzient von x die Summe, die 
sich ergiebt, wenn man das Quadrat des Umfaugs und das 
Vierfache der Fläche zusammenzählt, und das Produkt aus 
dem Koeffizienten von x' in das von x unabhängige Glied 
ist das Achtfache des Produkts ans dem Quadrat des Um- 
fangs und dem Inhalt, Wenn also Zahlen gegeben wären, 
welche den ausgesprochenen Bedingungen genügten, so wQrde 
die Aufgabe gelöst sein. 

Es sei der Inhalt des Dreiecks gleich x, der umfang eine 
Zahl, welche zugleich ein Kubus und eine Quadratzahl ist, 
z. B. 64. Um nun das Dreieck zu bestimmen, mufs man ix 
zum Quadrat von 64 addieren, die Hälfte der erhaltenen 
Summe mit sich selbst multiplizieren, von dem Resultat das 
Achtfache des Produkts aus dem Quadrat des Umfangs und 
X subtrahieren und den ßest zu einem Quadrat machen. Man 
erhält auf diese Weise 4a:* + 4 194 304 — 24 576a:. Der vierte 
Teil dieses Ausdrucks ist 

x^+ 1048 576 — 6144a;, 

DiophsDt, AtitbiDeUk. 19 
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und das soll em Quadrat werden. Femer soll aber aach 
X -{- &i ein Quadrat sein. Man mache also in beiden Aus- 
drücken die Ton x unabhängigen Glieder einander gleich, 
nehme die Differenz der erhaltenen Ausdrücke, zerlege diese 
Differenz in zwei Faktoren und beendige die Lösung auf die 
bekannte Weise*). 



*) Ist der umfang des gesuchten Dreiecks u, der Inhalt f, 
so wird die eine Kathete — , die luidere 2fx, also die H^otenuse 

M 2fx sein. Es mufs nun 

(»-i-2/-.)'-(i)' + (2/-»)" 
sein. Diese Gleichung liefert 



4f.« = "-4^'±}/("-t'-0"-«^"-- 

Wir haben also fund u so zu wählen, dalä der unter dem Wurzel- 
zeichen stehende Ausdruck eine Quadratzahl wird. AuCserdem soll 
aber auch f-\-uem Quadrat und dabei u ein Kubus sein. 

Diophant wählt nun für m die Zahl 64 ; für diese ist 
' "' + ^^ =2" + 2/: Es soll also 2" + 2'V+ 2V — 2>V. 
daher auch 2^ + 2'V+ /"* — 2^*/" ein Quadrat sein. Wir aeUen 
diesen Ausdruck, d. i. 

f^ ~ 6144/'+ 2*" = wä. 
Femer sei 

Aus diesen Gleichungen, folgt 

Z'* — 22 528/'= w* — 2'S'. 
Es liegt nun nahe 

f=w + 2'v 
f— 22 528 = w — 2'd 

anznnehmen. Daraas würde v •=■ 88, f^ 7680 folgen, was, wie 
sich leicht ergieht, unmöglich ist. Da aber 22 528 durch II teil- 
bar ist, so kann man nach Bacheta Vorschlag auch 

f _ 22 528/-= ll/"(^ — 2048)=w* — 2'V 
setzen, also 

nf=w + 128i', 



DiclzedbyGoOglC 



as, Aufgabe. Ein rechtwinkliges Dreieck toh der 
Beschaffenlieit zu finden, dafs das Quadrat der Hypo- 



Daraug folgt leicht 



und wenn man f -\- 2^ = f- - + 8 ) setat, bo erhält man 
Far diesen Wert und für u ^ 2^ geht die Gleichung 

(„_■._ «f,y^ (i)' + (2,-«). 

über in 

78 848a;^ — 8432» = — 225, 
nnd diese hat die heiden Wurzeln 



Bei Anwendung der ersten Wurzel erhält man für die Hypotenuse 
26j^, für die Katheten n^, 19g-; die Anwendung der zweiten 
Wurzel würde eine Vertauachung der Katheten zur Folge haben, 

Anmerkung von Fermat: 

„Wo doppelte Gteichnngeu (dtjtioi'ffotjjiss) nicht ge- 
nügen, mufs man sich der dreifachen Gleichungen (rp*- 
nlo'iaötriTeg) bedienen, die meine Erfindung sind und den 
Weg zu sehr vielen schönen Aufgaben erhellen. Soll 
z. B. jeder der drei Äusdräeke x + i, 2x + 4, 5a; -f- 4 
zn einem Quadrat gemacht werden, so entsteht eine drei- 
fache Gleichung, deren Lösung mittels einer doppelten 
Gleichung bewirkt werden kann. Wird statt x eine Zahl 
gesetzt, die mit 4 zusammen ein Quadrat giebt, z. B. 
y' -\- ig, so wird der erste jener in ein Quadrat zu ver- 
wandelnden Ausdrucke y*-|- 4)/+ 4, der zweite 2t/*-\-8p-\-i, 
der dritte 5j* -{- 20y + 4. Der erste ist nun schon seiner 
Zusammensetzung nach ein Quadrat; daher haben wir 
nur 2^* + 8y + 4, sowie 5y' + 20y -|- 4 zu Quadraten zu 
machen, nnd so liegt eine doppelte Gleichung vor, welche 
zunächst freilich nur eine Lösung bietet; aber aus dieser 
einen LSsung geht wieder eine neue hervor, aus der 
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tenuae gleich der Summe eines andera Qaadrata und 
der Seite dieses letzteren sei, und dafs ferner das 

zweiten ergiebt sieh eine dritte, n. B, f. ins Unendliche. 
Das Verfahren besteht darin, dafs man, sobald für eine 
Unbekannte x ein Wert a gefunden ist, x ^ y ~\- a iti die 
Ausdrücke einsetzt. Auf diese Weise kommen zu den 
bereits gefundenen Lösungen noch nnendlich viele neue 
Lösungen hinzu, und zwar wird die letzte immer von 
der zunächst vorhergehenden hergeleitet. Mit Hülfe 
dieser Erfindung kann ich unendlich viele rechtwinklige 
Dreiecke von gleichem FlScheninhalt ermitteln, was 
selbst Diophant nicht im Stande gewesen za sein scheint, 
wie ans der 8*™ Aufgabe des 5*™ Baches hervorgeht, in 
welcher er nur drei Dreiecke gleicher Fläche bestimmt, 
um in der folgenden Aufgabe mittels derselben drei 
Zahlen za bilden, eine Aufgabe, welche, wie ich zaerst 
gefunden habe, sich anf anendlich viele Zahlen aus- 
dehnen lifst." 

Im Anschlnfs an die vorliegende Aufgabe giebt Sachet eine 
Theorie der doppelten Gleichungen. Format bemerkt dazu: 

„Dieser Untersnchung Über die doppelten Glei- 
chungen könnts ich noch vieles hinzufügen, was weder 
die alten, noch die neueren Schriftsteller entdeckt haben. 
Um den Wert nnd Nntzen meiner Methode ans Licht 
treten zu lassen, genügt es, die folgende recht schwere 
Aufgabe zu lösen: Ein rechtwinkliges Dreieck von der 
Beschaffenheit zu finden, dafs die Hypotenuse eine Qua- 
dratzahl ist, nnd dafs die Summe der Katbeten ebenfalls 
ein Quadrat ist. Das gesuchte Dreieck hat die Seiten 
4687 298610289,4566486027761, 1061.652293520 und wird 
vermittels der Zahlen 2150905 und 246792 gebildet. Nach 
einer anderen Methode habe ich die Lösung der folgen- 
den Aufgabe entdeckt: Ein rechtwinkliges Dreieck von 
der Beschaffenheit zu finden, dafs das Quadrat der Dif- 
ferenz der Katheten ein Quadrat bleibt, wenn man das 
Doppelte des Quadrats der kleineren Kathete davon sub- 
trahiert. Eines der Dreiecke, welche dieser Aufgabe ge- 
nügen, hat die Seiten 1525, 1517, 156; dasselbe wird 
vermittels der Zahlen 39 und 2 gebildet. 

Ja, ich füge zuversichtlich hinzu, dafs die beiden 
rechtwinkligen Dreiecke, welche ich als Lösungen der 
beiden genannten Aufgaben gegeben habe, die kleinsten 
in ganzen Zahlen sind, welche den Bedingungen der 
Aufgaben genügen. 
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Quadrat der Hypotenuse, wenn man es durch eine 
Kathete dividiert, gleich der Summe eines Kubus und 
der Seite desselben vird. 

AuflÖBimg. Wir setzen eine der Katheten gleich x, die 
andere gleich 3?\ dann sind schon die beiden Bedingungen 
erfüllt, dafs das Quadrat der HypotenuBe gleich der Summe 
eines Quadrats und der Seite desselben sei, und dafs das 
Quadrat der Hypotenuse, wenn man es durch eine Kathete 
dividiert, gleich der Summe eines Kubus und der Seite des- 
selben wird. 

Wir haben also nur noch zu bewirken, dafs ar* + a:* 
gleich einem Quadrat wird. Wenn wir diesen Ausdruck durch 
3? dividieren, so erhalten wir a;' + 1, und das soll ein Qua- 
drat werden. Wird der letzte Ausdruck gleich dem Quadrat 



Meine Methode ist folgende: Man suche, die vor- 
gelegte Aufgabe nach der gewöhnlichen Methode zu 
lösen. Wenn die Lösung schliefslich nicht gelingt, weil 
der Wert der unbekannten mit dem Zeichen' — ver- 
sehen ist und daher kleiner als Null sein soll, so 
braucht man deshalb, sage ich zuversichtlich, nicht den 
Mut zu verlieren (eine TrSgheit, welche, wie Vieta 
sagt, ihm und den alten Mathematikern innewohnte); 
sondern man versuche die Aufgabe von neuem und 
ersetze die Unbekannte x durch die Differenz, deren 
Minuend die nene Unbekannte y, de^en Subtrahend 
der absolute Wert der bei der ersten Operation für 
X erhaltenen Zahl ist. Dadurch entsteht eine nene 
Gleichung, welche sicherlich die Lösung der Auf- 
gabe in wahren (rationalen positiven) Zahlen geben wird. 
Auf diese Weise habe ich die beiden obigei^ Aufgaben, 
die sonst sehr schwer gewesen sein würden, gelöst, 
Ebenso habe icb bewiesen, dafs eine Zahl, welche die 
Summe zweier Raben ist, sich in zwei anders Kuben 
zerfallen läfst, und habe zugleich gezeigt, wie man diese 
neuen Kuben findet; freilich ist dazu manchmal eine 
dreimalige Vornahme der Operation erforderlich. Oft 
ereignet es sich nämlich, dafs die wirkliche Lösnng den 
geschickten und fleifsigen Rechner zu vielfachen Wieder- 
holungen-der Operation zwingt, wie man sehr leicht bei 
der Beschfiftigung mit solchen Aufgaben erfahren wird." 
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über der Seite x — 2 gesetzt, ao ei^iebt sieh a; =- 7 • Wie 
man dann weiter zu verfahren hat, liegt auf der Hand. 



26. Aufgabe. Ein rechtwinliligeB Dreieck von der 
Beschaffenheit zu finden, dafs die eine seiner Katheten 
ein Kubus, die andere die Differenz zwischen einem 
Kubus und seiner Seite, endlich die Hypotenuse gleich 
der Summe eines Kubus und seiner Seite sei, 

Aaflösnng. Wir setzen die Hypotenuse gleich 3^ -\- x, 
die eine Kathete gleich x^ — «; dann wird die andere Kathete 
2x^ sein. Nun mufs noch 2a:* gleich einem Kubus sein. Es 
sei 2a:* = 3^, so wird a; = 2. Durch Einsetzung dieses Wertes 
erhält man für die Seiten des Dreiecks 6, 8, 10, und diese 
Zahlen genügen der Aufgabe*). 

*) Auf diese letzte Aufgabe des 6. Buches Mat Bachet eine 
Beihe von Aufgaben über das rechtninklige Dreieck folgen, von 
denen ich No. 20 hervorhebe, weil Fermat an die Determination 
derselben eine längere Bemerkung kntipft. Die Anfgabe lautet: 
Ein rechtwinkliges Dreieck zu findeu, dessen Fläche 
gleich einer gegebenen Zahl ist. 

Denkt man sich das Dreieck vermittels der relativen Prim- 
zahlen m, n gebildet, so ist die Fläche (m^ — «*)»»«, und dabei 
wird m^ — n^ prim zu mn sein. Ware nun der Ausdruck für 
die Flache eine Qaadrataahl, so müfste sowohl *»* — «*, als auch 
mn ein Quadrat sein. Wenn aber mn ein' Quadrat ist, so mofs, 
da m prim zu n ist, auch m und ebenso n eine Quadratzahl sein. 
Setzen wir nun m "= (i^, « = v*, so geht der Ausdruck flir die 
Fläche über in ((»* — v*)ii^v^, und dies wird ein Quadrat sein, 
sobald die I^fferenz (i* — v* ein solches ist. 

Es giebi aber keine zwei Biquadrate, deren Diffe- 
renz (oder Summe) ein Quadrat wfire. Diesen Satz spricht 
Fermat in der nachstehenden Anmerkung aus. Den Beweis deutet 
er nur an. Vielleicht ist es Eni er gerade durch Ausführung der 
Fermat'schen Andeutungen gelungen, den Satz, sowie eine Beihe 
damit in Zusammenhang stehender Sätze streng und mit gewohnter 
Einfachheit und Klarheit zu beweisen (Commentationes Algebraicae 
Collectae, I. p. 24 ff.). Fermats Anmerkung lautet: 

„Die Fläche elneS' rechtwinkligen Dreiecks, dessen 
Seiten rationale Zahlen sind, kann keine Quadratzahl 
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sein. Den Beweis dieses von mir gefundenen Satzes habe 
ich selbst erat durch mühevolles und eifriges Nachdenken 
entdeckt. Ich laaae den Beweis hier folgen, da diese Art 
der Beweisführung wanderbare Fortschritte in der Arith- 
metik ermöglichen wird. 

Wenn dieFläche eines rechtwinkligen Dr eiecks eine 
Quadratzahl wSre, so gäbe es zwei Biquadrate, welche 
eine Quadratzahl zur Differenz hätten. Es würde folg- 
lich zwei Qnadratzahlen geben, deren Summe sowohl wie 
Differenz ein Quadrat wSre. Daher würden wir eine Qua- 
dratzahl haben, welche gleich der Summe eines Quadrats 
und des Doppelten eines Quadrats wäre, während zu- 
gleich die beiden Quadrate, aus denen sie gebildet ist, 
selbst eine Quadratzahl zur Summe hätten. Wenn aber 
eine Quadratzahl in ein Quadrat und das Doppelte eines 
zweiten Quadrats zerfällt werden kann, so ist, wie ich 
sehr leicht beweisen kann, auch ihre Seite gleich der 
Summe eines Quadrats und des Doppelten eines Quadrats. 

Daraus schliefsen wir, dafs diese Seite die Summe 
der Katheten eines rechtwinkligen Dreiecks ist, dafs 
nämlich das einfache Quadrat, welches sie enthält, die 
Basis, das doppelte Quadrat das Lot ist. 

Dieses rechtwinklige Dreieck wird somit von zwei 
Quadraten gebildet, deren Summe und Differenz Qua- 
drate sein werden. Aber diese beiden Quadrate sind, 
wie sich zeigen läfst, kleiner als die ersteren, anfangs 
angenommenen Quadrate, deren Summe und Differenz 
Quadrate sind. Wenn es also zwei Quadrate giebt, deren 
Summe und Differenz Quadrate siud, so giebt es auch 
zwei andere ganze Quadratzahlen von derselben Be- 
schaffenheit wie jene, welche aber eine kleinere Summe 
haben. Durch dieselben Schlüsse findet man, dafs es 
eine noch kleinere Snmme als die vermittels der ersteren 
gefundene giebt, und so werden ins Unendliche fort 
immer kleinere ganze Quadratzahlen gefunden werden, 
welche dasselbe leisten. Das ist aber unmöglich, weil 
es nicht unendlich viele ganze Zahlen gehen kann, wel- 
che kleiner sind als eine beliebig gegebene ganzä Zahl. 
Den Beweis ganz und ausführlicher hier mitzuteilen, da- 
zu reicht der Rand nicht aus. 

Durch diese Überlegung habe ich auch gefunden 
und bewiesen, dafs keine Dreieckzahl anfser 1 ein Bi- 
quadrat sein kann." 

Auch dieser letzte Satz ist von Euler in der angegebenen 
Arbeit bewiesen wordea 
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Hier möge auch die (einzige) Änmerliuiig Platz finden, welche 
Fermat zu Bachets Porismen macht. Dieselbe bezieht sich 
auf die 6'° Definition des dritten Buches der PorismcQ, welche 
lautet: ,^au sagt, ein recht winkliges Dreieck wird vermittels 
zweier beliebigen Zahlen gebildet, wenn es die Summe und die 
Differenz der Quadrate dieser Zahlen sowie das doppelte Produkt 
der Zahlen zu Seiten hat," Fermat bemerkt: 

„Wir können ein rechtwinkliges Dreieck ans drei in 
arithmetischer Proportion stehenden Zahlen bilden, wenn 
wir dasselbe nach dieser 6*™ Definition vermittels der 
mittleren Zahl und der Differenz darstellen. Das Pro- 
dukt der drei Zahlen giebt, wenn es mit der Differenz 
mnltipliziert wird, den Flächeninhalt des rechtwink- 
ligen Dreiecke, nnd daher wird, wenn die Differenz 
gleich 1 ist, das Produkt der drei Zahlen gleich der 
Fläche des Dreiecks sein." 
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Die Polygonalzahlen*). 

I. Eiuleitmig. 

Jedes Glied der Reihe der natürlichen Zahlen, 
von der Zahl 3 an, ist eine Folygonalzahl, und zwar 
die erste auf 1 folgende. Die Zahl der Einheiten, die 
sie enthält, ist gleich der Anzahl der Ecken des 
Polygons, und die Seite ist gleich der auf 1 folgen- 
den Zahl, d. i. 2. Es ist also 3 eine Dreieckzahl, 4 
eine Viereckzahl, 5 eine Fünfeckzafal, u. s. w. 

Von den Quadratzahlen ist es bekannt, dafs sie 
entstehen, wenn man eine Zahl mit sich selbst mul- 
tipliziert. So wird auch gezeigt werden, dafs jede 
Folygonalzabl, wenn mau sie mit einer von der Zahl 
ihrer Ecken abhängigen Zahl multipliziert und das 
Produkt um das Quadrat einer Zahl vermehrt, welche 
ebenfalls von der Zahl der Ecken abhängig ist, eine 
Quadratzahl liefert. 

Dies wollen wir beweisen und zeigen, wie aus 
einer Seite die zugehörige Polygonalzahl, und wie 
umgekehrt, wenn die Polygonalzahl gegeben ist, die 
zugehörige Seite gefunden wird. Vorher wollen wir 
jedoch die dazu erforderlichen Sätze herleiten. 



*) Dem Leser, welchem der hier behandelte Gegenstand 
fremd geworden ist, empfehle ich, vor dem Studium der Schrift 
Diophante das {im Anhang über figurierte Zahlen Gesagte durch- 
zugehen. Er wird darin daa zum Verständnis dieser Schrift Er- 
forderliche (nicht eine erschöpfende Behandlung der Sache) finden, 
und sein Studium wird ein gen ufsreioh eres sein. 
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Hat man drei Zahlen von gleicher Differenz, so 
wird das Achtfache des Prodnkts aus der grSfsten 
und der mittleren, wenn man es um das Quadrat der 
kleinsten vermehrt, eine Qnadratzahl, und zwar ist 
die Seite dieser Quadratzahl gleich der Summe der 
gröfsten und des Doppelten der mittleren Zahl. 

Beweis. Die drei in gleichen Abstanden 
I — I — I — I — I — 1^1 — I — I — 1 — |_|„i„| — i-^j — 1__., 

' " ll « Y 

Hegenden Zahlen seien aß, ßy, ßd. Es ist zu zeigen, dais 
das Achtfache des Produkts aus aß und ßy, wenn es um das 
Quadrat von ßS vermehrt wird, ein Quadrat bildet, dessen 
Seite gleich der Summe von aß und dem Doppelten von ßy ist. 

Da aß ^ ßy -^ yd ist, so zerfällt das Achtfache des 
Produkts aus aß und ßy in das Achtfache des Quadrats von 
ßy und das Achtfache des Produkts aus ßy und yä. Wir 
nehmen jetzt von jedem der angegebenen Ausdrücke die Hälfte; 
es ist dann [das Achtfache des Produkts aus aß und ßy"] 
gleich der Summe aus dem Vierfachen des Produkts von aß 
und ßy, dem Vierfachen des Quadrats von ßy und dem Vier- 
fachen des Produkts von ßy nnd yä. Die Summe, welche 
durch das Vierfache des Produkts aus ßy in yd und durch das 
Quadrat über Sß gebildet wird, ist aber gleich dem Quadrat 
über aß [Euklid, H, 8]. Wie müssen daher sehen, wie die 
Summe aus dem Quadrat über aß, dem Vierfachen des Pro- 
dukts von aß und ßy und dem Vierfachen des Quadrats über 
ßy ein Quadrat bildet. 

Setzen wir ue ^ ßy, so vertauschen wir das Vierfache 
des Produkts von aß und ßy gegen das Vierfache des Pro- 
dukts von ßa und as. Dieses letztere Vierfache wird, wenn 
das Vierfache des Quadrats Ober ßy, oder, was dasselbe ist, 
über aa dazu addiert wird, gleich dem Vierfachen des Pro- 
dukts über ßs und ea. Wird hierzu das Quadrat über aß 
gezählt, so wird die Summe gleich dem Quadrat über ^f und 
sa als einer einzigen Linie [Euklid, II, 8]. Die Summe der 
Linien ^f und ea ist aber gleich der Summe von aß und 



DiclzedbyGoOgle 



Die Polygonahahlen. 299 

dem Doppelten von ae, i. i. dem Doppelten von ßy. Der 
Satz ist somit bewiesen*^). 



m. SatB. 

Sind beliebig viele Zahlen von gleichen Ab- 
etänden gegeben, so wird die Differenz zwischen der 
grofsten und der kleinsten erhalten, indem man die 
Differenz zweier auf einander folgenden Zahlen mit 
der nm 1 verringerten Anzahl der gegebenen Zahlen 
multipliziert. 

Beweis. Es seien aß, ßy, ßS, ße eine beliebige Menge 
Zahlen gleicher Differenz, 

, 1 1 1 - I 

parat 

80 ist zu zeigen, dafs die Differenz zwischen ße und aß 
erbalten wird, indem man die Differenz zwischen aß und ßy 
mit der um 1 verringerten Anzahl der Zahlen aß, ßy, ßS, ßs 
multipliziert. 

Da die voi^elegten Zahlen aß, ßy, ßS, ßs von gleicher 
Differenz sind, so müaaen die Differenzen ay, yd, Ss einander 
gleich sein. Folglich ist e« ein Vielfaches von ay, und zwar 



*) Sind a — (i, a, a + d die drei Zahlen gleicher Differenz, 
so enthSlt der Satz die Identität 

S(a + i)a + (a-d)'-(3a + d)'. 
Der Gang des Beweises ist folgender: Es ist 
8(o + d)a - 4(« + d)a + 4(a + d)a 

— 4(0 + ^« + 4«.' + 4oii, 
also 

8(0 + d)a +(a — d)' — i(a+ d)a + ia' + iad + (a — d)' 
oder, weil 

4o<J+(o — (i)" — (<i + <J)" int, 
8(0 + d)a + (a- d)' = 4(» + d) „ + 4o' + (» + df 
-i„(^+d + a) + (,„ + i)', 
oder, wegen der Identität 4w(m + u) + «"* ■= {'^^ + »')*. 
8 (a + ,J) « + (a - J)' - (2» + ^r+d)< -(Sa+d)'. 
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ist es ao viel mal ay, als die Anzahl der DifFerenzen ay, yd, 
Ss angiebt. Die Anzahl der Differenzen ay, yd, Se ist aber 
um 1 kleiner als die Anzahl der Zahlen aß, ßy, ßS,ß£; 
daher wird £« dadurch erhalten, dal^ man ay mit einer Zahl 
multipliziert, welche um 1 kleiner als die Anzahl der Zahlen 
«ßi ßVj ß^> ß^ ist ae ist aber die Differenz zwischen der 
gröfaten imd der kleinsten, ay die Differenz zweier auf ein- 
ander folgenden Zahlen, 

IT. Satz. 

Sind beliebig viele Zahlen von gleichen Abstän- 
den gegeben, so ist das Produkt, das erhalten wird, 
wenn man die Summe der grÖfsten und der kleinsten 
Zahl mit der Anzahl der Zahlen multipliziert, gleich 
dem Doppelten der Summe aller Zahlen. 

Beweis. Es seien a, ß, y, S, c, t eine beliebige Anzahl 
Zahlen von gleicher Differenz; dann ist zu zeigen, dafa, wenn 
man die Summe von « and t mit der Anzahl der Zahlen 
a, ß, y, d, B, £ multipliziert, man eine Zahl erhält, welche 
das Doppelte der Snmme dieser Zahlen ist. 

Die Anzahl der Zahlen a, ß, y, S, i, ^ kann nun gerade 
oder ungerade sein. Dieselbe sei zonächst gerade. Dann m5ge 
»j* so viele Einheiten enthalten, als die Anzahl der vorgelegten 
Zahlen beträgt; ijd* ist also gerade und habe die Mitte x. 
Femer sei ijx durch die Punkte A, ft in ihre Einheiten 

o— fi —- Y i^ — . C 

I ^ ^1 1 ^ 

zerlegt. Da nun die Differenz zwischen £ und d gleich der 
Differenz zwischen y und a ist, ao ist die Summe £ + ä gleich 
y -)- d. Die Summe § + <* ^^t aber gleich dem Produkt aus 
§ + a und tjl [tjk = 1]; daher ist aach y + tf gleich dem 
Produkt aus t -\- a und kfi. 

Aus demselben Grunde ist die Summe s -\- ß gleich dem 
Produkt aus £ -j- a und jik. Daher wird die Summe 

'' + ß + r + s + t+i 

gleich dem Produkt aus 5 -f- ß und i}x sein. Das Doppelte 
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des Produkts aus S+« "iid 't'^ ist aber das Produkt aus 
£ + a und ti&. Es ist also auch das Doppelte der Summe 
« + /'+J' + ^ + s+£ gleich dem Produkt aus der Summe 
f + « in 1)0-, d. i. in die Anzahl der Zahlen a, ß, y, S, e, £. 
Dies war zu beweisen. 



T. [Fortsetzung]. 

Unter denselben Voraussetzungen sei jetzt die Anzahl 
der vorgelegten Zahlen a, ß, y, d, e eine ungerade, und es 
enthalte £?) so Tiele Einheiten, als Zahlen a, ß, y, d, e vor- 
handen sind. Es ist also auch gi} ungerade. Wir tragen auf 
%il die Einheit §■& ab, halbieren ■d-ij in x und zerlegen dx 
durch il in die Einheiten, die es enthält. 

Da nun die Differenz zwischen c und y gleich der Dif- 
ferenz zwischen y und k ist, so ist die Summe e -f- « das 
Doppelte Ton y, d. i. gleich dem Doppelten des Produkts aus 
y und xA. 



-1 ^!- 



_i j_ 



Aus demselben Grunde ist die Summe ^ + iJ gleich dem 
Doppelten des Produkts aus y und X%, so dafs die Summe 
a -f- £ + ^ + d gleich jlem Doppelten des Produkts aus y in 
%K ist. Das Doppelte von ö'x ist aber 0)?. Daher ist 
a + * + ^ + * gleich dem Produkt aus y in ■9-ij. Femer ist 
y gleich dem Produkt ans y va. &%, somit die Summe 

gleich dem Produkt aus y in gjj. Das Doppelte des Produkts 
aus y und £i^ ist aber gleich dem Produkt aus der Summe 
a + e in gij. Daher ist auch das Doppelte der Summe 
fi-\-ß-\'y-^^-\-i gleich dem Produkt der Summe a + « 
in %'q, d. i. in die Anzahl der vorgelegten Zahlen, und das 
sollte bewiesen werden*). 



*) In IV und V leitet Diophant die Summenformel der arith- 
metischen Reihe in folgender Weise her: 

Es sei zun&chst eine gerade Anzahl 2n Zahlen von gleicher 
Differenz 
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VI. SatB, 

Liegt eine mit 1 beginnende Reihe beliebig vieler 
Zahlen gleicher Differenz vor, so wird die mit dem 
Achtfachen dieser Differenz multiplizierte Summe 
aller Zahlen, wenn man sie um das Quadrat der um 
2 verringerten Differenz vermehrt, eine Quadratzahl, , 
deren Seite bei Subtraktion von 2 ein Vielfaches der 
Differenz ist, nämlich gleich der Differenz, multi- 
pliziert mit einer Zahl, welche, wenn man sie um 1 
vermehrt, das Doppelte. der Anzahl aller Zahlen, die 
Zahl 1 mitgerechnet, wird. 

Beweis. Die auf 1 folgenden Zahlen gleicher Differenz 
seien aß, yd, s^. Dann behaupte ich, dafs der ausgesprochene 
Satz bestehe. 

gegeben. Dann ist 

hn — ffl+i ^tn — h, also fn + i + ^ ^ *». + d 

hi, — 'n+2 = f„~i — h, also 4+s + 'n-i = 'an + 'i 

'bb ■~- 'sa— 1= k — 'i) also (i,— 1+ ti ^ /a» + h. 
Da nun noch 

ist, so ergiebt sich für die Summe aller Glieder (/in-|~ 'i}n, also 
für die doppelte Summe (<a™ + ii)2n. 

Ist dagegen die Anzahl der Glieder eine ungerade, liegt 
also die Eeihe 

'ii ht 'bi . ■ ■ i«) 4+1, In-i-a,---, 'an, 'an+i 
vor, so schlierst Diophant in folgender Weise: 
Es ist 

ttn+l — 'n + l = ln + 1 — 'l, also ^än + l + il ^ 2f„ + i 

'an — 'n+1 = tn+l — 'i , also ia„ -j- /j = 2/„+i 

(„+i — (,+1 = ^,4-1 — 4, also i„+s -f- (b= 2i,4.i. 
Da nun noch i„+i ^ 1 . i„^i ist, so ergiebt sich für die Summe 
aller Zahlen (2«-f- l)(n+i, für die doppelte Summe (2w-|-l)2(^fi, 
d.i. (i.,+1 + /,)(2« -H 1). 
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So viele Zahlen, die Zatl 1 uiitgerechHet, vorhanden sind, 
Bo viele Einheiten möge ij* enthalten. Nun ist die Differenz 
zwischen (t <uid 1 

I— r-i— ; — ^^11 m— ! i 

'■ri 1 -i 

ein Vielfaches der Differenz zwischen uß und l, und zwar 
ist sie gleich dieser Differenz, multipliziert mit einer Zahl, die 
1 weniger als ij* beträgt. Wenn wir daher jede der Zahlen 
ax, eI, rjn gleich 1 setzen, so wird Xt gleich xß, multipliziert 
mit (i*, also ist A£ gleich dem Produkt aus xß in ftd'. Wird 
aufserdem xv^2 angenommen, so haben wir zu untersuchen, 
ob die Snmine aller Zahlen, multipliziert mit dem Achtfachen 
von xß (welches die Differenz der Zahlen ist) und vermehrt 
nm das Quadrat von vß (welches um 2 kleiner als diese 
Differenz ist), eine Quadratzahl wird, deren Seite, wenn man 
sie um 2 vermindert, eine Zahl giebt, welche gleich dem Pro- 
dukt aus der Differenz xß in die Summe ijO + &n ist. 

Was die Summe aller Zahlen betrifft, so ist dieselbe die 
Hälfte des Produkts der Summe ^e-]-£X in &^; das Produkt 
aas der Summe ^e -{- tl in d"^ zeriallt aber in das Produkt 
aus At iu ■/}& und das Doppelte des Produkts aus bX in r}^, 
welches letztere gleich dem Doppelten von jj* ist. Daher ist 
die Summe aller Zahlen die Hälfte der Summe, deren erstes 
Glied das Produkt aus Jlg in tjd; und deren zweites Glied das 
Doppelte von ri& ist. Es ist aber gezeigt worden, dafs Ag 
gleich dem Produkt aus xß in n& ist. Daher ist die Summe 
aller Zahlen die Hälfte der Summe, deren erstes Glied das 
Produkt der drei Faktoren xß, ii&, &^, und deren zweites 
Glied das Doppelte von ^& ist. Ist also | die Mitte von ii&, 
so wird die Summe aller Zahlen gleich dem um tj» ver- 
mehiten Produkt der drei Faktoren xß, ijd-, &i sein. 

Wir haben also zu untersuchen, ob die Summe von tj& 
und dem Produkt der drei Faktoren xß, ij*, *6, wenn man 
sie mit dem Ächtfachen von xß multipliziert und zum Resultat 
das Quadrat über vß addiert, ein Quadrat wird. 

Das Produkt xj3.i;#.#|, multipliziert mit xß, giebt 
das Produkt aus ijd- . d^§ in das Quadrat über xß; also ist 
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das Produkt x^.ijd'.dl, multipliziert mit dem Achtfachen 
TOB xß, gleich dem Produkt ijd . &^, multipliziert mit dem 
Achtfachen des Quadrats Ober xß oder gleich dem Achtfachen 
des Produkts ij&.&^f multipliziert mit dem Quadrat über 
xß, d. L gleich dem Vierfachen des Produkts t)&.&[i, multi- 
pliziert mit dem Quadrat Über xß. 

Wir haben also zu zeigen, dafa das Vierfache des Pro- 
dukts fjd' . &(t, multipliziert mit dem Quadrat von xß und 
vermehrt um die Summe, deren erstes Glied das Produkt ans 
^& in das Achtfache von xß, und deren zweites Glied das 
Quadrat über vß ist, ein Quadrat wird. 

Das Achtfache des Produkts aus ij# in xß zer^lt in 
das Vierfache des Produkts rjft . xß und das Vierfache des 
Produkts aus i}# -j- &ft in xß. 

Es fragt sich somit, ob man ein Quadrat erhält, wenn man 
folgende vier Zahlen addiert: erstens das Vierfache des Pro- 
dukts aus ijd.^ft indas Quadrat Ober xß; zweitens das 
Vierfache des Produkts rjft . xß; drittens das Vierfache des 
Produkts aus ijd' 4* ^l* in xß; viertens das Quadrat über vß. 

Das Vierfache des Produkts rjp, . xß ist gleich dem Dop- 
pelten des Produkts vx . xß, und wenn das Quadrat über vß 
hinzugefügt wird, so erhält man die Summe der Quadrate 
über xß und xv. 

Wir werden daher Überlegen, ob das Vierfache des Pro- 
dukts aus r]&.&-(t in das Quadrat über xß, vermehrt erstens 
um das Vierfache des Produkts aus i}# -^ &(i in xß und 
zweitens um die Summe der Quadrate über xß und xv ein 
Quadrat wird. 

Das Quadrat über ßx geht über in das Produkt ans dem 
Quadrat über tifi iu das Quadrat Über xß. Wird dazu das 
Vierfache des Produkts aus Tj&.&p, in das Quadrat über xß 
addiert, so erhält man das Produkt aus dem Quadrat über 
t]& -^ &(i in das Quadrat über xß. 

Es ist also zu untersuchen, oh das Produkt aus dem 
Quadrat über ij& -f- &n in das Quadrat über xß, wenn dazu 
erstens das Vierfache des Produkts ans gj* + *(» in xß und 
zweitens das Quadrat über xv addiert wird, ein Quadrat bildet. 

Wenn wir das Produkt aus jj* + (** ^^ ^ß gleich der 
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Zahl VQ annehmen, so wird das Produkt ane dem Quadrat 
über i]d -{- fid' in das Quadrat flber xß gleich dem Quadrat 
'über v(f sein, wie im nächsten Satze gezeigt werden wird. 

Wir haben folglich zu sehen, ob die Summe der Quadrate 
über vff und xv, vermehrt um das Vierfache des Produkts 
aas i]d' -f- &fi in xß, ein Qnadrat wird. 

Das Yierfache des Produkts aus i]&-\-9(i in xß ist 
gleich dem Vierfachen von vq, da das Produkt aus ijft + ftf» 
in xß gleich v^ gesetzt worden ist. Das Vierfache von vq 
ist aber gleich dem Doppelten des Produkts aus v(f in vx, 
weil vx gleich 2 angenommen wurde. 

Daher müssen wir sehen, ob die Summe der Quadrate 
über vfi und vx, wenn sie um das Doppelte des Produkts 
aus vif in vx vermehrt wird, ein Quadrat bildet. Das ist nun 
in der That der Fall, und zwar erhält man dos Quadrat über 
QX. Die Seite qx dieses Quadrats wird bei Subtraktion von 
2, d. i. vx, gleich einer Zahl vq. Diese letztere ist das Pro- 
dukt aus der Differenz xß der Zahlen in die Summe i]&-\-9n, 
welche, wenn sie um 1, d. i. um 7](l vermehrt wird, das Dop- 
pelte der Anzahl der vorgelegten Zahlen wird*). 



•) Sind 1, 1 + d, 1 + 2d 1 + (« — l)d M Zahlen 

gleicher JDifiei-euz, welche die Summe s haben, so soll bewiesen 
werden t dafs 

s.8d + (d — 2)*= [2 + (2m— l)i]* 
isi Der Gang, deu Diophaut beim Beweise eioachlägt, ist Folgender: 
Es ist 

^ _ p +_(.-„.>, _ ■i(.-.)» + ^. _„+,.„. (»_z^), 

also haben wir uus mit dem Ausdruck 

[« + dn ■ ^] 8d + (d - 2)» = Ä 
zu besohäfligen. Da 

d-n-^^-8d=8-B-^-=^ci* = 4»i(M — l)d* 
ist, 80 wild 

A = 4«(« — l)d" + 8«d + {d — 2)». 
Ferner ist 8» = 4 + 4(2n — 1), also 
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Vn. Sats. 

Wenn a gleich der Summe ijO + &ii, ß gleich xß 
und y gleich dem Produkt der Summe ijd + ^ft. in xß 
ist, so behaupte ich, dafs auch das Produkt aua dem 
Quadrate über tj^ -\- &n, d, i. über a, in das Quadrat 
Über xß, d. i. über ß, gleich dem Quadrate über y ist. 

Beweis. Wir tragen auf einer geraden Linie zwei Strecken 
dt und s^ an einander, welche gleich a und ß sind, und be- 
schreiben die Quadrate über denselben, nämlich d& und fXj 
femer bilden wir das Ergäuzungsparallelogramm ©■£. 



Nun verhält sich ß& zu der Ergänzung *Si we sich de 
zu fg verhält, ferner verhält sich die Ergänzung &^ zu sJl 

A = 4«(m — l)d^ + 4Ä + 4(2«'— i)d + (d — 2)*, 
und da (id, d. i.) 2 . 2d + (<? — 2)^ = tP + 2' ist, 

4 = 4«(» — l)(i^ + 4(2« - J)d + <i» + 2^ 

Weiter ist 4m(«— l)rf*-j-d* = (2m — !)'(?, oder da a;V''=(ä^y)* 
ist, wie im fulgenden Satze gezeigt wird, 

A = [(2m — l)df + 4(2« — l)d + 2' 

= [(2« — I)d]' + 2 . (2k — l)rf . 2 + 2* 

= [2 + (2«-l)d]^ 
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wie &e ZQ tx. Das Ergäuzungsparallekigramtn ^^ ist also 
die mittlere Proportionale zwischen dea Qaadraten d& und 
^x; daher ist das Produkt aus den Quadraten ä& und ^x 
gleich dem Quadrat des Ergänzungsparallelogramms 3*^ 

Das Quadrat dd- ist aber gleich dem Quadrat über der 
Snmme »j& + dft, das Quadrat gx gleich dem Quadrat aber 
xß, das Ergänzungaparallelogramm 9^ gleich vp, und somit 
ist das Produkt aus dem Quadrat über ij& -j- &it in das Qua- 
drat über xß gleich dem Quadrat über vq. 



VUL Satz. 

Nach diesen Vorbemerkungen behaupte ich, dafs, 
wenn eine beliebige Anzahl von Zahlen gleichet Dif- 
ferenz, yon denen 1 die erste ist, vorliegt, die Summe 
derselben eine Poljgonalzahl ist und zwar von so 
viel Ecken, als die um 2 vermehrte Differenz der 
Zahlen Einheiten enthält, während die Seite gleich 
der Anzahl der Zahlen, die Zahl 1 mitgerechnet, ist. 

Beweis. Wir haben gezeigt, dafs die Summe aller vor- 
gelegten Zahlen, wenn man sie mit dem Achtfachen von xß 
multipliziert und das Produkt zum Quadrat über vß addiert, 
das Quadrat über (fx giebt. Wenn wir nun noch eine Ein- 
heit 00 der Reihe anfügen, so wird xo = 2 sein, wie auch 
XV ^ 2 ist. Es werden daher oß, ßx, ßv Zahlen von gleicher 
Differenz sein, und somit wird des Achtfache der gröfsten 
dieser Zahlen, d. i. oß, wenn man es mit der mittleren, d. i. 
ßx, multipliziert und das Produkt zum Quadrat über der 
kleinsten, d. i. ßv, addiert, eine Quadratzabl geben, deren 
Seite gleich der Summe der gröfsten, o^, und des Doppelten 
der mittleren, ßx, ist. Wird also das Produkt aus oß in das 
Achtfache von xß um das Quadrat über vß vermehrt, so wird 
das Resultat gleich dem Quadrat über der Summe von oß 
und dem Doppelten von xß. 
I — H- !_— I — 1 i- 1^1 1— I — ^1- — — I 



Wird aber die Seile dieses Quadrats [oß + 2.xß'\ um 2 = ox 
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Termindert, so bleibt das Dreifache von xß, d. i. das Produkt 
Ton xß in 3, Qbrig; 3 ist aber um 1 kleiner als das Doppelte 
von 2 [d. i. der Differenz der Zahlen ßo, ßx, ßv]. Da nnn 
die Summe der vorgelegten Zahlen, die Zahl 1 mitgerechnet, 
demselben Gesetze unterliegt wie oß, die Zahl o^ aber be- 
liebig und immer die erste Poljgonalzahl nach 1 ist (da 
ao= 1, ttß aber die zweite Zahl ist), also die Seite 2 hat, 
so ist auch die Summe aller vorgelegten Zahlen eine Poly- 
gonalzahl von derselben Eckenzahl wie oß, und zwar von so 
viel Ecken, als die um 2, d. i. ox, vermehrte Differenz xß 
der Zahlen Einheiten enthält, während die Seite gleich i]&, 
d. i. gleich der Anzahl der gegebenen Zahlen, die Zahl 1 
mitgerechnet, ist. 

So ist bewiesen, was Hypsikles in der Definition sagt: 

Wenn eine mit 1 beginnende Reihe beliebig 
vieler Zahlen gleicher Differenz vorliegt, so ist die 
Summe aller Zahlen eine Dreieckzahl, wenn die Dif- 
ferenz gleich 1 ist, eine Viereckzahl, wenn die Dif- 
ferenz 2 ist, eine Fünfeckzahl, wenn die Differenz 3 
ist. Die Zahl der Ecken ist um 2 gröfser als die 
Differenz, und die Seite ist gleich der Anzahl aller 
Zahlen, die Zahl 1 mitgerechnet. 

Daraus folgt für die Dreieckzahlen, die entstehen, wenn 
die Differenz 1 ist, dafe ihre Seiten die gröfsten der vor- 
gelegten Zahlen sind, und das Produkt aus der gröfaJ^n dieser 
Zahlen in die um 1 grössere Zahl ist das Doppelte der be- 
zeichneten Dreieckzahl. 

Da nun oß eine Polygonalzahl von so viel Ecken ist, als 
darin Einheiten enthalten sind, und da femer eine Quadrat- 
zahl entsteht, wenn man oß mit dem Achtfachen einer Zahl, 
welche um 2 kleiner als o^ ist, d, i. xß multipliziert und 
zum Produkt das Quadrat der Zahl, welche um 4 kleiner ist^ 
d. i. das Quadrat über vß addiert, so ist folgendes die Defi- 
nition der Polygonal zahlen : 

Jede Polygonalzahl bildet ein Quadrat, wenn 
man sie mit dem Achtfachen der um 2 verminderten 
Anzahl der Ecken multisipliert und zum Produkt 
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das Quadrat der um 4 Termin de rten Anzalil der Ecken 
addiert. 

Nachdem wir so die Definition des Hypsikles nnd anch 
die zuletzt gegebene Definition der Folygonalzahlen erwiesen 
haben, liegt uns weiter oh, zn zeigen, wie bei gegebener Seite 
die zugehörige Poljgonalzahl gefunden wird. 

Wenn wir die Seite ijO irgend einer Polygonalzahl und 
auch die Anzahl der Ecken haben, so ist xß bestimmt; wir 
kennen folglich auch das Produkt aus der Summe jj9 -}- ft& 
in xß, welches gleich vp ist, und da vx = 2 ist, so ist uns 
auch XQ bekannt. Dann ist anch das Quadrat über xf/ be- 
stimmt, und wenn wir von demselben das gleichfalla bekannte 
Quadrat über vß subtrahieren, so wird auch der Rest bestimmt 
sein; dieser ist aber gleich dem Produkt der gesuchten Poly- 
gonalzahl in das Achtfache von xß, so dafs die verlangte 
Polygonalzahl ermittelt ist. 

Auf ähnliche Weise werden wir auch, wenn die Poly- 
gonalzahl gegeben ist, die Seite ijO derselben finden, xmd dies 
war zu zeigen*). ^^ 

IX. Satz. 
Denjenigen, welche in aller Kürze hören wollen, 
was wir methodisch hergeleitet haben, wollen wir 
jetzt ein zum Lehren bequemeres Verfahren zeigen: 

*) Wenn S die Summe der Reibe 

(1) 1, 1 + d, l + 2d,..., 1 + (m — l)d 
ist, HO besteht nach Satz VI die Formel 

(2) 8<iSH-(i — 2)»=[2 + (2m— l)d]\ 

Weiter liefert Satz II für die drei Zahlen gleicher Differenz 
d — 2, d, d+2 die Formel 

(3) 8d(d+2) + (Ä— 2)» = [2 + (2.2— l)df. 
Diophant vergleicht nun die Formeln (2) und (3). Der Faktor 
d -f- 3 in (3i- ist die Summe der beiden ersten Glieder der Eeihe 
(1), entspricht also S in (2) für « = 2, d. h. (2) und (3) fallen 
für n = 2 zusammen. Da also S und d -{- 2 demselben Gesetze 
unterliegen, und da d -f- 2 eine Polygonalzahl von d! -|- 2 Ecken ist, 
so ist auch S eine (imd zwar die «"') Polygonalsiahl von d -(- 2 Kcfcen. 
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Wir nehmen die Seite des Polygons, verdoppeln 
dieselbe, ziehen vom Resultat 1 ab, multiplizieren 
den Best mit der um 2 verminderten Anzahl der 
Ecken des Polygons, addieren 2 zum Produkt und 
erheben die Summe ins Quadrat. Von diesem Qua- 
drat subtrahieren wir das Quadrat der um 4 rermin- 
derten Anzahl der Ecken und dividieren den Best 
durch das Achtfache der um 3 verminderten Anzahl 
der Ecken. So erhalten wir die Polygonalzahl. 

Wenn umgekehrt die Polygonalzahl gegeben ist, so finden 
wir auf folgende Weise die Seite derselben: 

Wir multiplizieren die Polygonalzahl mit dem 
Achtfachen der um 2 verminderten Anzahl der Ecken 
und addieren zum Produkt das Quadrat der um 4 ver- 
minderten Anzahl der Ecken; auf diese Weise ent- 
steht, wenn die vorgelegte Zahl eine Polygonalzahl 
ist, ein Quadrat. Von der Seite dieses Quadrats sub- 
trahieren wir 2, dividieren den Best durch die um 2 
verminderte Anzahl der Ecken, addieren 1 zum Quo- 
tienten und nehmen die Hälfte der erhaltenen Summe; 
dann haben wir die gesuchte Seite der gegebenen 
Polygonalzahl*). 



*) Wird die m** a-eckzahl mit P bezeichnet, bo ist nach der 
Definition in VHI 

P. 8(a - 2) -f- {a - 4)* = [2 -|- {2n - l)(« - 2)]^ 
und daraus folgt 

, ■ [2 + (2»-l ) (a-a )]' - ( g - 4)' 

^'■' 8(a - 2)' . ' 

yp.8(a-2)-(-(5"^:rij-'-a ^ ^ 

(2) « -^^=1 -^- 

Anmerkung von Format: 

„Ein aohöner und wunderbarer Satz, den ich gefun- 
den habe, möge hier ohne Beweis angefahrt werden: 
Wenn man irgend eine Zahl « der mit 1 beginnenden 
Reihe der natürlichen Zahlen mit der uSchetfolgenden 
Zahl n -|- 1 multipliKiert, so erhält man das Doppelte 
der w'™ Dreieckaahl; multipliziert man » mit der (n-J-l)*™ 
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Z. Aufgabe. 

Man Boll bestimmen, auf wie viele Arten eine 
gegebene Zahl eine Poljgonalzahl sein kann. 

Anfl^nng. Die gegebene Zabl sei aß, die Anzabl ihrer 
Ecken ßy; ferner nehmen wir an, dafs in ßy die Strecke 
yä = 2 und ebenso y« = 4 liege. Da nun die Poljgonalzahl 
aß so viele Ecken bat, als ßy Einheiten enthält, so wird das 
Achtfache des Produkts aus aß in ßS, wenn es um das Qua- 
drat über ße vermehrt wird, ein Quadrat, Die Seite dieses 
Quadrats sei ^i;, so dafs also das Quadrat ßber §i} gleich der 
Summe ist, die man erhält, wenn mau das Achtfache des 
Produkts aß . ßä und das Quadrat über ße addiert. 

Weiter nehmen wir in aß die Strecke afr^ 1 an; dann 
zerfällt das Achtfache des Produkts aß . ßS in das Vierfache 
des Produkts a& . ßd und das Vierfache des Produkts aus 
der Summe aß-^&ß in ßS. Nun möge das Vierfache der 
Summe aß -{- &ß gleich dx sein; dann verwandelt sich das 
Vierfache des Produkts der Faktoren aß-{-&ß und ßS in 
das Produkt aus xd nnd dß. Femer geht das Vierfache des 
Produkts a& . ßS Über in das Doppelte des Produkts ßS.St, 
da sS ^2 ist. Das Quadrat über ^i] ist folglich gleich dem 
Produkt aus xd in dß, vermehrt um das Doppelte des Pro- 
dukts ßd.dt und femer vermehrt um das Quadrat über ße. 
Nun wird aber das Doppelte des Produkts ßS . St, wenn man 
es um das Quadrat über ^£ vermehrt, gleich der Summe der 
Quadrate über ßS und ös; also ist auch das Quadrat über 
g7) gleich dem Produkt xd . öß, vermehrt um die Summe der 



Dreieckzahl, so erhält man das Dreifache der n"™ Te- 
traedralzahl; wird n mit der (« -j- l)*™ Tetraedralzahl 
multipliziert, so erhält man das Vierfache der n*™ figu- 
rierten Zabl i*" Ordnung, u. s. w. ins Unendliche. loh 
glaube nicht, dafs es einen schönereu und allgemeineren 
Satz als djesen in der Zahleplehie geben könne. Den 
Beweis desHelben hier auf dem Rande mitzuteilen, daza 
fehlt es mir an Zeit und Platz." 

Denselben Satz spricht Fermat in einem Briefe an Boberval 
(Varia Opera, p. 146} aus. Der Beweis wird sich unten aus der 
allgemeinen Betrachtung der figurierten Zahlen ergeben. 
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Quadrate über ßS und 3e. Das Produkt xÖ . dß, reriuehrt 
um das Quadrat über dß, ist aber gleich dem Produkt xß.ßd; 



f 1 ,, 

■j 

folglich ist das Quadrat Über §i] gleich dem Produkt xß.ßd, 
vermehrt um das Quadrat aber öt. Da nun Öx gleich dem 
Vierfachen der Summe ccß -f- ^9', also gröfser als das Vier- 
fache von tx&, d. i. gröfser als 4 ist, und da Sy = 2 ist, so 
mufs der Rest yx gröfser als yS ^2 sein, folglich die Mitte 
von Sx zwischen y ^^^ "j etwa iu X liegen. Das Quadrat 
über ßi. geht also Ober in die Summe des Quadrats über IS 
und des Produkts xß . ßS, Wird daher dx in A halbiert and 
dß zugefügt, so ist das Produkt xß . ßö, vermehrt um das 
Quadrat über X$ gleich dem Quadrat über Xß, also das 
Quadrat über Xß um das Produkt xß.ßS gröfser als das 
Quadrat über Xd, folglich das Quadrat über £ij gleich der 
Differenz der Quadrate über ßX und Xd, vermehrt um das 
Quadrat über ds. 

Wird auf beiden Seiten das Quadrat über dX addiert, so 
ist die Summe der Quadrate über ^t] und dX gleich der Summe 
der Quadrate über ßX und de. Wenn aber die Summe zweier 
Zahlen gleich der Summe zweier anderen Zahlen ist, so sind 
auch die durch Vesetzung derselben entstehenden Diffe- 
renzen einander gleich, also das Quadrat Über Xd, vermindert 
um dasjenige Über de, gleich dem Quadrat über Xß, vermin- 
dert um dasjenige über gij. Da nun sd = Öy ist, so ergiebt 
sich bei Hinzunahme von yX, dafs das Produkt aus £>l in Xy, 
wenn man das Quadrat über yd dazu addiert, gleich dem 
Quadrat über dX wird. Folglich ist die Differenz der Quadrate 
über Xd und öy, d. i. die Differenz der Quadrate über XS 
und Ss, welche gleich dem Produkt aus sX in Xy ist, gleich 
der Differenz der Quadrate über Xß und tv- 

Wir nehmen jetzt gft = ßX an. ßl ist grösser als ^tj; 
es ist nämlich gezeigt worden, dafs die Summe der Quadrate 
über ^t] und dX gleich der Summe der Quadrate über Xß 
und €Ö ist; nun ist aber das Quadrat über dX, da es gröfser 
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als dasjenige über Öy ist, aacb gr&fser als das Quadrat über 
de, und daher murs das Qaadrat über ßX gröfser als das 
Quadrat über gjj sein. 

Wenn nun ß^. = ^(i ist, so niufa auch die Differenz der 
Quadrate über §;* und gij gleich dem Produkt aus ei. in Ay 
sein, dx ist das Yierfache der Summe aß -\- ß^, nnd A ist 
die Mitte von dx; daher ist Sl das Doppelte der Summe 
aß -\- ß&. Da nun noch Sy das Doppelte von a& ist, so 
ergiebt sich, dafs yl das Doppelte von zweimal ßO^ ist; yl 
ist also das Vierfache von 9-ß, oder Q'ß ist der vierte Teil 
von yl. Es ist aber auch a& als Einheit der vierte Teil 
von ey = 4; somit ist die ganze Zahl aß der vierte Teil 
von sX. Da nun, wie wir gezeigt haben, auch &ß der vierte 
Teil von Xy ist, so wird das Produkt aus aß in ß9 ein 
Sechszehntel des Produkts aus tX in Xy, oder das Produkt 
tX.Xy wird das Sechszehnfache des Produkts aß . ß& sein. 
Es ist aber gezeigt worden, dafs das Produkt sX , Xy gleich 
der Differenz der Quadrate über ^J und ^tj ist; folglich ist 
das Secbszehnfache des Produkts aß . ß& gleich der Differenz 
der Quadrate über ;*£ und £)j, d. i. gleich dem Quadrat über 
f(i], vermehrt um das Doppelte des Produkts aus %tq in ijft. 
Es ist also auch das Sechszehnfache des Produkts aß . ß& 
gleich dem Quadrat Über ijp, vermehrt um das Doppelte des 
Produkts aus £?j in t]fi. Daher ist ijft eine gerade Zahl und 
kann halbiert werden; ihre Mitte sei v. — — — 

[Hier bricht das Original ab, und es läfst sich nicht er- 
kennen, wie Diopliant die vorliegende Aufgabe gelöst hat. 
Ob dieselbe Überhaupt von Diophant herrührt oder ein fremd- 
artiger Zusatz ist, bleibe dahingestellt. 

So weit das Bruchstück reicht, ist der Gang folgender: 

Bezeichnet a die Anzahl der Ecken, » die Seite, so sollen 
alle zusammengehörigen Werte von a und n bestimmt werden, 
fQr welche eine gegebene Zahl P eine Polygonalzahl ist. 

Zu Grunde gelegt wird die Gleichung 

SP (» - 2) + (a - 4)" - [2 + (« - 2) (2« - 1)]>, 

deren rechte Seite der Kürze wegen mit Ä' bezeichnet werden 
möge. Da 
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8P — 4 + 4 (2P - 1), 
also 

8P (o — 2) = 4(a — 2) + 4(0 — 2) (2P - 1) 
ist, so ist 

A' — 4(0 — 2) (2P — 1) + 4(o _ 2) + (o - 4)', 
oder, wegea der Identität 

(o — 4)' + 4(o — 2) - (o - 2)" + 2', 
^' _ 4(0 - 2) (2P— 1) + (o - 2)' + 2" 
- (o — 2) [4(2P - 1) + a - 2] + 2'. 
Nun ist allgemein 

also, wenn j1^ wieder durch seinen Wert ersetzt wird, 
[2 + (a-2)(2M-l)r=[2(2P— l) + a-2f-[2(2P-l)p+2», 
[2(2P— l)p-2^=l2(2P-l)+a— 2J*-L2^-(a-2X2n-l)]^ 
und hieraus folgt, wenn rechts die Identität 

«s — r^ = (m — vy + 2(h — t)}r, 
links die Identität u* — v' = {u -\- v) (u — v) angewendet wird, 
16P(P-l)=[4P+2a-2aH + 4H— 8f 

+ 2[4P+2a-2aM+4»— 8]-[2««— 4rt— a+4J. 

Nun ist 4P+2a — 2an + 4«— 8 eine gerade Zahl. 

Bachet behandelt die Aufgabe in seinem noch zu be- 
sprechenden Anhang zur Schrift Diophants über die Polygonal- 
zahlen. Die einfachste Lösung ist wohl folgende: Wird die 
M*" a-eckzahl mit P bezeichnet, so ist 

[2 + («- l) (a- 2]n 
2 ' 

und daraus folgt 

(1) 4 + an — a - 2» = ^, 

(2) '^ = 2 + ^^^- 

Nun mufs sowohl — ■, als auch , IZ ' ti ^'"® ganze Zahl 
sein, und da a > 3 ist, so mufs 
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sein. Diese letzte Bedingung liefert 

(3) „<;:^L+|1+12. 

Will idan nun beetimmen, welche Polygonalzahl eine gegebene 
Zahl P ist, so substituiere man ia (2) für n die Werte 2, 3, . . . 
bis zu dem durcb die Formel (3) gelieferten Grenzwerte; 
dabei bleiben die Zahlen, für welche — ein Bruch ist, von 
Torn berein ausgeschlossen. Jedes n, dessen Einsetzung in 
(2) für a eine ganze Zahl ergiebt, liefert eine Löaui^. 

Beispiele. I. Welche Polygonalzahl ist 325? Da 
■1/1 + 8.325 = 51, also «^25 sein mufs, und da ferner 
von den Zahlen 2, 3, 4, . . . 25 in 2 . 325 =■ 2 . 5 . 5 . 13 nur 
2, 5, 10, 13, 25 aufgehen, so bat man auch nur diese in (2) 
einzusetzen; es ergeben sieh die zusammengehörigen Werte 



II. P=120. 



» 


2 


5 


10 13 25 


« 


325 


31 


9 6 3 



" 


2 


3 


' 


6 6 


« 


10 


12 


. 


• 


120 


41 




- - 


6 


- 


- 


3 



Bachet hat zu Diophants Schrift über die Poljgonal- 
zahlen einen Anhang in zwei Büchern geschrieben, von denen 
ich die wichtigsten Sätze nur in Formeln, nicht in Worten 
anführe, den Beweis dem Leser als Übung überlassend. Dabei 
soll a stets die Anzahl der Ecken, P„ also die n'° a-eckzahl 
bezeichnen. Die Dreieekzahlen seien ^^, d^, ^^, . . . 



I. Bach. 




7. i'.+,-P. + »(<.-2) + l. 




10. Ph.. = P. + P. + »»(<.- 3). 




11. P, — ^. + (o - 3) ^.^1. 




15. F^ + P,-\ \-F. 




-'^t5 + (<.-2)K»-i).i + (»- 


-2). 



+ («-3). 3 + .. .+ !.(« 
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16. p/-|-P, + P, + ... + p„ 

= (a - 2) [^, + ^. + . ■ ■ + ^-i] + ^.. 

17. (« + l)P„+li?Jll) = 3[P, + A + -.. + P„]. 

II. Buch. 
Saiz 18. P*^, + i* (a - 2) [.(^i + ^a + ■ ■ ■ + ^— il 

= i*t + P3* + -P3* + -- + -P-*. 

21. P*^. + (n + 1) -Pn* = 3 [P* + Pa* + ■ ■ ■ + P,t]. 

24. m' = H* + 2» . [1 + 2 + 3 H h (« - i)]- 

25. l» + 2» + --- + n« = (^-^-i')'=^,^ 
28. »* + 6^„ + 1 = (« + 1)^ 

31. u. 32. i» + (2Ä)' H + (n*)» 

= Ä^. z/„' = ifc (ifc + 2Ä H h wft)^ 

Hier macht Fermat die folgende Bemerkung, deren 
Richtigkeit sich leicht darthun läfst: 

„Hieraus ergiebt sich, dafs der Eubus des gröfeten 
Gliedes, multipliziert mit der Anzahl der Glieder, 
weniger als das Vierfache der Summe aller Kuben ist." 
In Nr. 27 wird der Satz des Nikomachus Über die 
Zerlegung der Kubikzahlen in ungerade Zahlen hergeleitet. 
Um den Satz zu Terallgemeinerq, lösen wir die Aufgabe: 

Welche n auf einander folgenden ungeraden Zahlen haben 
die Summe n", wo a eine beliebige ganze positive Zahl ist? 
Werden die n gesuchten Zahlen mit 

2a; + l, 2a: + 3, ■ -, 2x-{-2n—l 
bezeichnet, so soll 

(2x + n)n = n", also 2x = «"-* — n 
sein. Die gesuchten Zahlen sind also 

rt*-i — M + 1, M"-^ — n 4- 3, ■ - ■, n"-^ + « — 1. 
Hieraus ergiebt sich für a = 3 
(„«_„ + 1) + („»_« + 3) + ■•■ + («^ + n - 1) = n^ 



Diciiiizedby Google 



Die PoljgonalEableD 



= 2 3 + 5=2".' 
= 3 7 + 9+11 = 3» 

Auf diesen Satz läfst Fermat eine Aumerknng folgen, 
deren Wortlaut mir ganz anverständlich geblieben ist. Bei 
der ungemein grofsen Menge von Feblern, welche die Fer- 
mat'sche Ausgabe des Diopbant enthält, vermute ich, dab 
eine arge Verstümmelung vorliegt nnd gebe den Satz in 
folgenden Worten: „In jeder Reihe von Poljgonalzablen 
ist die Zahl 1 das erste Crlied; das zweite Gilied ist 
die Summe der beiden ersten ungeraden Zahlen, ver- 
mehrt um das Produkt aus der ersten Dreieckzahl in 
die um 4 verminderte Anzahl de} Ecken; das dritte 
Glied ist die Summe der drei ersten ungeraden Zahlen, 
vermehrt am das Produkt aus der zweiten Dreieckzabl 
in die um 4 vermindert« Anzahl der Ecken; u. s. w. ins 
Unendliche." 

Der Satz würde also die Formel 
P, = [1 + 3 + 5 + ■ ■ ■ + (2« - 1)] + ^r-i (a - 4) 
liefern, deren Richtigkeit sich leicht darthun läfst] 



^ 
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L Figurierte Zahlen. 
Die Koeffizienten der Potenzen von x in der Entwicklung 

(1 + j)- - 1 + f I + !i»-rL')^. + . . . 

'+^ ^\':;-.'."r'+" ^+- 

dienen auch zur Definition der figurierten Zaiilen. Werden 
diese Koeffizienten der Kürze wegen mit 

^ (o) = '.(T). (?).-. (T).- 

bezeichnet, wird also allgemein 

/m\ m(, m — l).. . (m — k+l) 
{hj 1.2...k 

gesetzt, so ergiebt sich durch Erweiterung mit 1.2.3...{m~Ä) 

\h} ^ r."2 . . . ÄTT."2~;(m'-~r)' 

Denselben Wert erhält man aber auch für den (m — Z;)"° 
Koeffizienten; also ist 

w. (")-(: -»)■ 

Weiter ist 

5+{r-0=(r-.)(>+==i^)=(r-:)-m' 

oder 
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Eine wiederholte ÄDwendung der Formel (3) liefert 
/m + w — 1\ _/»» + « — 2\ ,/»» + « — 2\ 
U ; .U ^'^U-l }' 

/»» + n — 2\ _ /»M + « — 3\ _,/*» + « — 3\ 

' c+o-o+c-'i)'. 

und darct Addition dieser Gleichungen erhält man 

p) (:+"-0-(:)+(:-i) 

+(:±i)+-+(:±i-')- 

Die in den Formeln (1), (2), (3) enthaltenen Sätze genügen 
hier für die Betrachtung der figurierten Zahlen. 

Man versteht immlich unter der «"" figurierten Zahl 
m^' Odnung den Ausdruck 

/m + » - 1\ {m + n^l)(m + n-2).. .n 

U ) 1.2...... 

Die figurierten Zahlen tn'" Ordnung sind also 

(:).(:+0.(:+^).-.(:+"-0 

oder 

1 ^+A ('" + 2)('» + V (.n+«- l)(>» + «-2)...« 

' 1 ' 1.2 '■ ■' 1.2 ... m 

FUr m CS 1, 2, 3, . . . ^ebt diese Beihe die figurierten Zahlen 
der verschiedenen Ordnungen. 



m 


1 


1 




2 


3 


4 


ai... 


» 


2 




3 

4 


6 


10 


16 




»(" + 1) 

1.2 


3 




10 


20 


35 




(" + »(• + ■)« 
1.2.8 


4 




5 


15 


35 


70 




<n+3)(n + 2)(«+l)» 
1.2.3.4 


5 




6 


21 


56 126 




(n + iK» + 3)(i, + 2)(« + l)» 
1.2.3.4.5 
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Die figurierten Zableo erster Ordonng sind die natürlichen 
Zahlen; die figurierten Zahlen zweiter Ordnung heifsen auch 
Dreieckzahlen, weil ihre Einheiten in parallelen Linien zu 
gleichseitigen Dreiecken zusammengestellt werden kbnneo, wie 
aus Fig. 1 auf Seite 322 ersichtlich ist. Ebenso können die figu- 
rierten Zahlen dritter Ordnung mittels dreiseitiger Pyramiden 
zur Anschauung gebracht werden; sie heifsen deshalb Tetrae- 
dralzahlen. Die figurierten Zahlen h5herer Ordnung lassen 
sich auf diese Weise nicht veranschaulichen. 

Die obige Tabelle der figurierten Zahlen kann mittels der 
in den Formeln (1), (2), (3) euthaltenen Sätze mit Leichtig- 
keit beliebig weit ausgedehnt werden. Die Formel (1), die 
auch in folgender Weise geschrieben werden kann: 

/k+(m~k+l)-l)\/m-k + (,li+l)-l\ 

drDckt aus, dafs die (m — Ä + l)"* Zahl Ä;"' Ordnung gleich 
der (k -}- 1)"" Zahl (m — k)""' Ordnung ist. 

Die Formel (2) lehrt, dafa man durch Addition der i**" 
Zahl n*" Ordnung und der (k — l)**" Zahl (n -|- l)*" Ordnung 
die Ä" Zahl (« -j- 1)'" Ordnung erhält. 

Endlich geht aus (3) hervor, dafs die k" Zahl b*™ Ord- 
nung sieh ergiebt, wenn man die k ersten Zahlen (n — l)*™ 
Ordnung addiert. 

Auch macht jetzt der Beweis des von Fermat in der 
Anmerkung zu IX gegebenen Satzes keine Schwierigkeit. Der- 
selbe lautet in ganz allgemeiner Fassung: 

Wenn man die (n -f 1)** figurierte Zahl m*" Ord- 
nung mit n multipliziert, so erhält man das (m -{- 1)- 
fache der «*™ figurierten Zahl (m ~\- l)**' Ordnung. 

Da nämlich die «** figurierte Zahl w*" Ordnung gleich 
im + n-l)im + n^2)...n 
1 .2 .. .m 

ist, so wird die (n + 1)" figurierte Zahl m*^ Ordnung gleich 

(^ + „)(^ + n - 1) . ■ ■ (n + 1) 
1 . 2 . . . m 

und die «*• figurierte Zahl {m -f- 1)**' Ordnung gleich 

DiclzedbyGoOgle 



Ätthang. 

sein-, offenbar ist aber 

* (fn + n)...{n + l) _f . .. (fn + n) . 

"■ 1.2...m —\^m-t-i) ,.2...m(f 



Poljgonalzalilen. 
Zu den figurierten Zahlen im weiteren Sinne des Wortes 
gehören die Polygonalzahlen. Wie wir oben. aus der Formel 

(3) entnommen haben, ist die m"* Dreieckzahl gleich der 
Summe der Zahlen 1, 2, 3, . . ., «, also gleich ■• Die 
Dreieckzahlen gehen also aus der Reihe der natürlichen 
Zahlen, d. i. der mit 1 beginnenden arithmetischen Beihe, 
deren Differenz 1 ist, hervor. 

Wenn wir ebenso, von der Reihe mit der Differenz 2 

(4) 1, 3, 5, 7, ... 

ausgehend, eine neue Reihe bilden, deren k*"' Glied die Summe 
der k ersten Glieder von (4) ist, so erhalten wir die Vier- 
eckzahlen, und da das k^ Glied von (4) gleich 

l + (ft- l)2 = 2ft— 1 
ist, so ist die Ä;** Viereckzahl [1 -\- (2Ä — 1)] v ^ ^*j ^^^ 
Reihe der Viereckzahlen also 

(5) 1, 4, 9, 16, ..., k'. 
Auf dieselbe Weise entsteht aus der Reihe 

(6) -1, 4, 7, 10, .... l + (Ä_ l)3 = 3ft-2 
die Reihe der Fiiufeckzahleu 

(7) 1, 5, 12, 22, .... ^ll^M^ 
aus der Reihe 

(8) 1, 5, 9, 13, ..., 4i^3 
die Reihe der Sechaeckzableu 
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(9) 1, 6, 15, 28, ..., (2h 
und allgemein ist 

(10) 1, a, 3a-3, 6« — 8, 10a 



- l)Jt, 



15, . 



-U-a + ij. 



die Reihe der a-eckzahleu. Der gemeinsame Namen der 
Dreieckzahlen und der Zahlen der Reihen (5), (7), (9), (10) 
ist Poiygonalzahlen. Sie lassen sich durch die nachstehen- 
den Figuren veranschaulichen: 
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Da die i" (a + l)eckzahl = - 



» + (t - l)(a 



% ist, so ergiebt sich für die 

Differenz beider , d. i. die (Ä — 1)*^ Dreieckzahl. 

Dieser Satz erleichtert die Bildung der Polygonalzablen: 



a 


1 


2 


3| 4 


5 


~6 


7 


8 


9 


10 




3 


1 


3 


6 


10 


16 


21 


28 


36 


45 


65 




4 


4 


9 


16 


26 


36 


49 

^70 


64 
~92 


81 


100 
l45 




5 


1 


5 


12 


22 


35 


51 




6 


1 


6 


15 


28 


45 


66 


91 
112 


120 


163 


190 




7 


1 


7 


18 


34 


55 


81 


148 


189 


235 




8 


1 


8 


21 


40 


65 


96 


133 


176 


225 


280 




9 


1 


9 


24 


46 


75 


111 


154 


204 


261 


325 
45 




10 


1 


10 


27 


62 


85 


126 


175 


232 


297 
1)6 


















Differenz 





1 


3 


6 


10 


16 


21 
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H. Lagrange's Beweis des Satzes, daaa jede ganse Zahl, die 

nicht selbst eine Qnadrataahl ist, sicli in vier oder weniger 

ganze Quadratzahlen zerfallen läset. 

§ 1. Über die Aufeinanderfolge von Resten und 
Nichtresten in der Keihe 1, 2, 3, . . ., (p — 1) für die 
Primzahl p als Modul. 

Es bezeichne IRr, wie oft in der Eeihe 

(1) 1,.2, 3, ..., (p-l) 

auf einen quadratischen Rest ein Rest folgt. Ebenso werde 
durch B„, Nr, Ä), ausgedrückt, wie oft in (1) beziehungsweise 
auf einen Rest ein Nichtrest, auf einen Niclitrest ein Reet, 
auf eiDcn Nichtrest ein Nichtrest folgt Dann ist offenbar 

(2) R^ + R^^ Nr + N„-=p~2. 

Ist nun a ein Nichtrest der Reihe (1), der aber <ip — 1 sein 
m&ge, und wird eine zweite Zahl ß durch die Kongruenz 

aß = l (mod.i>) 
bestimmt, so mufs auch ß ein Nichtrest sein, da das Produkt 
aß ein Rest, nämlich 1 sein soll. Wäre nun ß=p — 1, 
also a(p — 1)^1 (mod. p), so müfste « ^ — 1 ^p — 1 (moä.p) 
sein, was der Voraussetzung widerspricht. Es ist daher auch 
ß <ip — 1. Wenn jetzt a ■]- 1 ein Nichtrest ist, so mufs 
ß + l=ß + aß = ß(a-{-i) als Produkt zweier Nichtreste 
ein Rest sein. Ist dagegen a + 1 ein Rest, so mufe /? + 1 
ein Nichtrest sein. So oft also die Zahlen der Reihe (1) 
a, ci •}- 1 eine Einheit für Nn (oder Nr) liefern, so oft liefern 
^, jS + 1 eine Einheit für Nr (oder Nn), und daher ist 

(3) Nr = N„. 

Es sei jetzt erstens p von der Form 4« + 1, in welchem 
Falle bekanntlich p — 1 ein Rest ist und die 2iahleu m und 
p — m gleichzeitig Reste oder Nichtreste sind. Ist dann a 
ein Rest und k -j- 1 ein Nichtrest, so wird p — a — 1 ein 
Nichtrest, p — a ein Rest sein. Jeder durch die Folge a, 
a -{- 1 gelieferten Einheit von E„ entspricht also eine durch 
die Folge p — a — 1, p ~ a gelieferte Einheit von Nr, und 
somit ist in diesem Falle 

(4) R, = Nr. 
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Da es ferner ^-5 — Reste und ebenso viele Nichtreste giebt, 
und da auf jeden Nichtrest entweder ein Rest oder ein Nieht- 
rest und auf jeden Rest (mit Ausnahme des letzten, der gleich 
p — 1 ist) gleichfalls entweder ein Nichtrest oder ein Rest 
folgt, 80 ist weiter 

(6) 

Aus (3), (4), (5) erhält man leicht 

(6) Itr=-'-=^, B.-Nr-N.-'-^. 

Zweitens sei p von der Form 4« + 3. In diesem Falle 
ist p — 1 ein Nichtrest und p — t» Rest oder Nichtrest, je- 
nachdem t» Nichtrest oder Rest ist. Wenn daher a ein 
Nichtrest, a + 1 ebenfalls ein Nichtrest ist, so dafs die Folge 
«, K -f- 1 eine Einheit für Nn liefert, so wird p — a — 1 ein 
Rest und p — k ebenfalls ein Rest sein, so dals die Folge 
p — a — i, p — a eine Einheit för R^ giebt. Ea ist also 

(7) N„ = Er. 

Da nun femer jetzt 

ist, so ergiebl sich leicht [aus (3), (7), (8)] 

(9) R. = Jv;_Ä._S=i, ü._£±i. 

Die AusdrQcke (6), (9) lassen erkennen, dafs fSr p > 5 
jede der Zahlen Rr, -K«, -^r, ^n einen von Null verschiedenen 
Wert hat. 

Wird statt (1) die Reihe 

(10) c, 2c, 3c, ..., (p-l)c ■' " 
genommen, wo c eine beliebige durch p nicht teilbare Zah) 
bedeutet, so sind zwei entsprechende Glieder von (1) und 
(10) gleichzeitig Rest« oder Nichtreste, wenn c ein Best vOn 
p ist. Ist dagegen c ein Nichtrest von p, so ist von zwei 
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entsprechenden Gliedern von (1) uLd (10) das eine ein Rest, 
das andere ein Niclitreai 

§ 2. Auflösung der Kongruenz 

aa^ -j- b^ -\- c^O (mod. p) . 
Wenn 6 und — c denselben quadratischen Charakter in Be- 
ziehung auf den Modul p haben (zugleich Reste oder Nicht- 
reste sind), so ist die Kongruenz 

by* -{- c^O (mod. p) 
möglich und liefert zwei Werte für y, die in Verbindung mit 
a; = zwei Lösungen der vorgelegten Kongruenz ausmachen. 
Haben a und — c denselben quadratischen Charakter für 
den Modul p, so kann man y= annehmen und die zuge- 
hörigen Werte von x durch die Kongruenz 

ax^ -)- c ^ (mod. p) 
bestimmen. 

Um die übrigen Lösungen zu erhalten, bilden wir die 
Reihe der Vielfachen von e 

c, 2c, 3c, .... (p— l)c 
und wRhlen zwei auf einander folgende Glieder dieser Reihe 
tt und K ■^- c, von denen das erste von demselben quadra- 
tischen Charakter wie a, das zweite von demselben quadra- 
tischen Charakter wie — b ist. Für jedes Paar solcher Werte 
a und a -\- c liefern dann die Kongruenzen 

ax^ ^^a, — hy' ^ « -j- c (mod. jj) 
Werte von x, y, welche die vorgelegte Kongruenz befriedigen; 
denn da 

— hy^ — ax^ E^« + c — ß^c, 
also 

ax^ -\- hy^ "EE — c (mod.p) 
ist, 80 wird 

ax^ + 6y* -|- c EE (mod. p) 
sein. 

Wenn umgekehrt |, tj Lösungen der vorgelegten Kon- 
gruenz sind, also 

(— 6ij=) — («!') = c (mod. p) 
ist, so sind a£* und — hiq^, da die Reihe 

c, 2c, 3c, ..., {p — \)c 
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die Reste alter Zahlen von 1 bis p — 1 enthält, auch zwei 
auf einander folgenden Gliedern dieser Reihe nach dem Modul 
p kongruent. Es wird also jede Wurzel auf dem dargelegten 
Wege erhalten werden, 
Beispiele. 

I. 5a:* + llt^ = 10 (mod. 19). 
Da 5 Rest, 11 Reat, 10 Nichtrest von 19 ist, so kann weder 
X noch y gleich angenommen werden. Wir bilden jetzt die 
Reihe der Vielfachen von — 10 ^ 9 und fflgen der Deutlich- 
keit halber jeder Zahl ihren quadratischen Charakter bei, 
indem wir' unter jeden Rest +> unter jeden Nichtrest — 
schreiben: 

9, 18, 8, 17, 7, 16, 6, 15, 5, 14, 4, 13, 3, 

+ --+ + + +,- + - + -- 

12, 2, U, 1, 10. 

- - + + - 

Nun ist 5 Rest, — 11 ^ 8 Nichtrest; wir habeii also die 

EoDgruenzeu 

I- llj'slS j 15 I 14 I 13 I 10 
zu lösen, und diese liefern 

1 + 1=13 1 9 I 18 I 4 I 2 

\ + ys 8 I 16 I 4 I 2 I 14 I' 

n, 3«' + 59" s 13 (mod. 19). 

|+»=6 [ 2 I 9 I 8 I 3 

l±y = I 2 I 7 I 5 I 1 r 

III. it" + !(• + 1 = (mod. 43). 

f+a;= 1 I 2 I 7 I 21 [ 19 I 8 I 

l + jssie I 9 I 6 I 17 I 5 I 8 r 

[Natürlich lassen sich in diesem letzten Beispiel auch X und 

y gegen einander vertauschen]. 

§ 3. Über die Zerfällung der Zahlen in vier 
Quadrate. Nach diesen Vorbemerl^ungen gebe ichLagrange's 
Beweis des Satzes, dals sich jede ganze Zahl, die nicht selbst 
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eine Quadratzahl ist, in vier oder weniger ganze Qnadrat- 
zahlen zerfallen lälst. 

Die von Euler (Commentationes Algebraicae Collectae, 
I, p. 543) gegebene Identität 

(«* + 6^ + C^ + d*)(„« + ^ + y^ + ö») „ 

(aa + bß + cy + äSy + (aß — 6a — ctf + dyY 
+ (ay + 65 — ca — dßf + (aS - by + cß - da)* 
lehrt, dafs der Satz von jeder zusammengesetzten Zahl gilt, 
sobald er f(lr die einzelnen in dieselbe aufgebenden Prim- 
zahlen besteht. Unsere Betrachtung kann also auf Primzahlen 
beschränkt werden. 

HilfBsatz. Jede Zahl, welche in die Summe von 
vier Quadraten aufgeht, die prim zu einander sind, 
iat selbst die Summe von vier Quadraten. 
Beweis. Die Zahl p möge in die Summe 
^» _j_ £2 + t7= + D* 
aufgehen, und es seien Ä, B, C, D prim zu einander. Sind 
dann a, b, c, d die absolut kleinsten Reste von A, B, G, D 
für den Modul p, also der absolute Wert jeder der Zahlen 
a, b, c, d -^ vPi 30 geht p auch in a* + 6* + c* + tP auf, 
d. h. ea ist 

(1) a* + }ß + c' + d^^pp„ 

wo py eine ganze Zahl bedeutet. Da nun 

a' + V + ^ + d'<i(<^)', 
also 

PPi <y 
ist, so mufs 

Wäre Pi = 1, 80 würde (1) in 

c^-\-b^-\-i?-\-d*=p 
übersehen, der Satz wäre also bewiesen. Ist dagegen j), > 1, 
so mögen a, , 6,, c^, d^ die absolut kleinsten Reste von 
a, b, c, d für den Modul p^ bezeichnen, so dafs also der 
absolute Wert jeder der Zahlen «i, b^, q, tf, <^J'i ist. Da 
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nun p, wegen (1) in a* + &' + «^ + ^' aufgeht, so malsi auch 
a,* + ^1* -f" ö,' + dl* durch Pi teilbar, etwa 

(2) o,* + &,* + c,* + ä,* ^PiPa. 

sein, wo p^ eine ganze Zahl bedeutet, die <Pi ist. Durch 
Multiplikation Ton (1) and (2) erhält man jetzt 

(3) a' + f + f + d'-m'p,, 
WO nach der oben angegebenen Identität 

Ia = aa, + 66i + c^i + ^^i 
ß.n=ahi — boi — cd, + de, 
y = ac, -J- &d( — CO, — db, 
d = adi — 6c, + c&i — do, 
ist. Nun können a,, b,, c,, d^ als Beste von a, b, c, d lux 
den Modul j», beziehungsweise dnrch 

a — hpi, i — \Pi, c — iiPi, d — ijPi 
ersetzt werden, wo Jt, ä:,, h^, Jc^ ganze Zahlen bedeuten; dann 
ergiebt sich leicht 

a -=pi(p — aifc — 6Ä, — cÄj — dh^), 

ß "^Pii — oft, -\-bh -{- chg — dij), 

y =p, ( — aÄj — bkf -\- ch + dkl), 

S => j), (— aÄ^s + 6^5, — cÄ, + dk). 

Da somit jede der Gröfsen a, ß, y, d den Faktor p, enthält, 

so kann die Gleichung (3) durch j),' gehoben werden, nnd 

man erhält 

(6) < + l,' + <^' + V-pp„ 

wo fl!j, 6g, Cg, (^ die durch Unterdrückung von p^ aus a, ß, y, 3 
entstandenen Zahlen sind. Die Gleichung (5) hat dieselbe 
Form wie (1); es ist aber p^ <iPi- Wenn jetzt i>j =■ 1 ist, 
so ist p nach (5) die Summe von vier Quadraten. Ist da- 
gegen Pi > 1, so verfahren wir mit (5), wie wir mit (1) ver- 
fahren, imd gelangen zu einer neuen Gleichung 

(6) «a^ + h^ + «^s* + ds* = PP3, 

wo Ps<Pi ist. Da pi, p^, Pi, . . . eine abnehmende Reihe 
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ganzer positiver Zahlen bilden, so mufs endlich einmal ein 
Pm = i erscheinen, d. h. es mufs sich 

Om' + irJ + C„* + dj =p 

ergeben, p ist somit die Summe von vier Quadraten. 

Lehrsatz. Jede Primzahl ist die Summe von vier 
oder weniger Quadraten. 

Beweis. Wir betrachten die Kongruenz 
x' -\- y^ -\- 1^0 (mod.p). 
Da 1 ein Rest und — 1 eiu Rest oder Nichtreat ist, je nach- 
dem p die Form 4« +1 oder 4n + 3 hat, so giebt es jedes- 
mal eine Lösung, so oft in der Reihe 

1, 2, 3, ..., i)- 1 
im ersteren Falle auf einen Rest ein Rest, im zweiten Falle 
auf einen Rest ein Nichtrest folgt. Die Kongruenz hat daher, 
sobald }> > 5 ist, immer wenigstens eine Lösung. Jede Prim- 
zahl, die > 5 ist, geht also in a^ -{- tf* -{- l, allgemeiner in 
die Summe von vier Quadraten auf, die prim zu einander sind, 
ist somit seihst die Summe von vier oder weniger Quadraten. 
(Vgl. auch Gauss, Disquisitiones, 293.) 



HL Die aritlimetisolien Epigramme der grieohlsolieii 
Anthologie, 
Im Anschlufs an die 33, Aufgabe des 5*™ Buches teilte 
Bachet 45 damals zum gröfsten Teil noch unveröffentlichte 
Epigramme aus dem Palatiuischen Kodex der griechischen 
Anthologie mit, welche, um das Epigramm 46 vermehrt, in 
den Ausgaben dieser Anthologie von Brunck-Jacobs (Leipzig 
1813—1817) und Dübner (Paris 1864—1872) abgedruckt 
sind. Eine vollständige Übersetzung hat Zirkel 1853 im 
Programm des Bonner Gymnasiums gegeben. Wenngleich 
einige dieser Epigramme keinen grofsen Wert beanspruchen 
können, so wird vielleicht doch dem einen oder anderen Leser 
eine vollständige Mitteilung derselben willkommen sein. Einige 
sind von Zirkel so vortrefflich übersetzt, dafs ich nichts 
daran zu ändern hatte. Die übrigen habe ich neu fibersetzt. 
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Dabei habe ich es fQr richtig gehalten, lieber einen unwich- 
tigen Ausdruck, den der Dichter wohl nur des Veramafses 
wegen eiDgeschoben hat, unübersetzt zu lassen, als der deutschen 
Sprache allzusehr Gewalt anzutbun. Der Vollständigkeit wegen 
habe ich auch eine Übersetzung des von Lessing 1773 aus 
einem Kodex der Bibliothek zu Wolfenbiittel yeröffentlichten 
„ ßinderproblem des Ärchimedes" beigefügt. Was das Ge- 
schichtliche betrifft, so sei auf Nesselmann, p. 477 ff. und 
Cantor, p. 393 ff. verwiesen. Das Problema bovinum haben 
Krumbiegel und Amthor (Zeitschrift für Mathematik und 
Physik, Bd. 25} sowohl ia philologischer, als auch in mathe- 
matischer Hinsicht erschöpfend behandelt. 

1. 
Edler Fjthagoras, du Hetikoniecher Spröfslii^ der Musen, 
Sag' mir, ich bitte dich d'rum, wie viel auf der Wissenschaft 

Kingplatz 
Jünger dir weilen im Haus, gar eifrig erstrebend den Xampfpreis. 

Sagen will ich es dir, o Polykrates. Siehe, die Hälfte 
Treibet die schone Mathematik; dagegen ein Viertel 
Mühet sich um die Natur, die unsterbliche; weiter ein Siebtel 
Gänzlich im Schweigen verharrt, bedenkend, was sie vernehmen. 
Zähl' drei Frauen hinzu, aus denen Theano hervorragt: 
So viel leite zu Priestern ich an der Pierischen Musen. 
[28] 



Einst sprach Eypris zu Eros, der niedei^eschlagen daher kam: 
Welcher Kummer beschwert dich, mein Kind ? Er entgegnete 

also: 
Eben kam ich vom Helikon her, mit, Äpfeln beladen; 
Doch die haben die Musen geraubt und sind dann ent&oheu. 
Kleio nahm mir ein Fünftel, Euterpe ein Zwölftel der Äpfel; 
Ferner ein Achtel Thaleia, die hehre; ein Zwanzigstel dann noch 
Nahm Melpomene weg* Terpsichore stahl mir ein Viertel, 
Und Erato ergriff als ihren Anteil ein Siebtel. 
Polyhymnia hat mir dreifsig Äpfel geraubet. 
Hundert und zwanzig sodann Urania; mächtig belastet 
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Schlich Ealliope fort mit dreimal hundert der Äpfel. 
Heim nun komm' ich zu dir, schau' her! mit leichteren Händen; 
Liefsen die Göttinneu doch blofs fönfzig Äpfel mir übrig, 
[3360] 



Eörbe mit Äpfeln trugen die Chariten einst, und in jedem 
Waren der Äpfel die nämliche Zahl. Es begegneten ihnen 
Die neun Musen und baten um Obst. Da gaben sie jeder, 
So dafe jede der neun und der drei dann hatte dasselbe. 
Sag', wieviel sie verteilt, dafs allen die nämliche Zahl ward. 
[Hatte jede Charis anfangs h Äpfel, so kam j auf 
jede der 12 Göttinnen,] 

4. 
Schmied' mir die Erone und mische das Gold mit dem Kupfer 

zusammen, 
Zinn auch nimm noch dazu und mühsam bereitetes Eisen. 
Sechzig Minen sei das Gewicht. Das Gold und das Kupfer 
Wieg' zwei Drittel des Ganzen; das Gold mit dem Zinn dagegen 
Sei drei Viertel; aber das Gold und das Eisen zusammen 
Wiege der Fünftel drei. Wohlan, nun sage genau mir, 
Wieviel Gold du mufst nehmen und Kupfer, zu treffen die 

Mischung, 
Welches Gewicht an Zinn und welches endlich an Eisen, 
Dafs du schmiedest genau von sechzig Minen die Krone. 

[Gold 3Q\, Kupfer 9|, Zinn 14}, Eisen 5}] 

5. 
Von der silbernen Schale, o Schmied, ein Drittel und Viertel 

Sollst du nehmen, und dann thu' noch ein Zwölftel dazu. 
Wirf das Metall in den Ofen und rühre die Masse gehörig. 

Eine Mine er wieg', ziehst du den Klumpen heraus. 
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6. 
a. Ich bin dem zweiten und des dritten Drittel gleich. 
h. Ich bin dem dritten und des ersten Drittel gleich. 
e. Und ich des zweiten Drittel und der Minen zehn. 
[45, 37y, 22|] 

7. 
Die tausend Statern, die ich mir erworben hab', 
Befehl' ich, sollen beide Söhn' sich teilen so: 
Des echten Sohnes Fünftel um zehn gröfser sei, 
Als von des Bastards Erbe ist der vierte Teil. 
[577|, 422|] 



Krösus hat sechs Schalen gewidmet; sie wiegen sechs Minen, 
Eine Drachme dabei wiegt jede folgende mehr. 

[Die leichteste 97y Drachmen; 1 Mine = 100 Drachmen] 

9. 
o. Trefflichster Künd'ger der Zeit, wieviel ist vom Tage 

verflossen? 
&, Doppelt so viel bleibt als zwei Drittel der Zeit, die verstrichen. 

[5tJ 

10. 
Warum drohest du denn mit Schlägen mir wegen der Nüsse, 
Mutter? Es haben darein sich die artigen Mädchen geteilet. 
Siehe, Melission hat zwei Siebtel der Nüsse genommeD, 
Titane dranf ein Zwölftel; ein Sechstel und Drittel dagegen 
Nahmen Aetyoche sich und Philinna, die lustigen; zwanzig 
Packte Thetis sodann, die Räuberin, zwölfe noch Tbisbe; 
Glauke jedoch — da schau, wie sie lacht — sie hält in den 

Händen 
Elf. So ist dies die einzige Nufs, die mir noch geblieben. 
[336] 
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11. 
Wo sind die Äpfel geblieben, mein Kind? Zwei Sechstel besitzet 

Iqo, ein Achtel jedoch nahm sich Semele bin. 
Autonoe ein Viertel mir raubt', Agaue dagegen 

Rifs mir ein fünftel vom Scbofs, macht' sieh dann schlen- 
Digst davon. 
Für dich sind zehn Äpfel nocb da; für mich selber dagegen 
Wahrlich, bei Kypris ich schwör's, hab' ich den einen nur nocb. 
[120] 

12. 
Myrto verteilt' an die Freundinnen einst die gepäiicketen Äpfel. 
Cbrysis erhielt ein Fünftel davon und Hero ein Viertel, 
Bann den neunzehnten Teil Paamathe, Kleopatra ein Zehntel; 
Aber ein Zwanzigstel gab sie der lieblichen Fartbenopeia. 
Zwölf blofs erhielt Euadne; es blieben nunmehr für sie selber 
Hundert und zwanzig nur nocb von der grofsen Menge der Apfel. 
[380] 

13. 

Ino und Semele teilten an zwölf befreundete Jungfraa'n, 

Die sehr baten darum, liebliche Äpfel einst aus. 
Grad war die Zahl der Äpfel, die Semele schenkte den sechsen, 

Ungrad Inos Zahl; freilich verteilte sie mehr. 
Ino gab drei Siebtel an drei der Freundinnen; femer 

Wurde ein Fünftel noch zweien von ihnen zu teil. 
Astynome nahm elf der Äpfel; es blieben für Ino 

Nur nocb zwei, die sie könnt' bringen den Schwestern 
nach Haus. 
Semele gab an der Freundinnen vier zwei Viertel der Äpfel, 

Und ein Sechstel 'sodann schenkt' sie der fünften als Teil; 
Eurycbore erhielt vier Äpfel; es blieben zuletzt ihr 

Vier von der ganzen Zahl, deren sie könnt' sich erfreun. 
[Ino 35, Semele 24] 

14. 
Schwer mit Nüssen belastet dort stand der gewaltige Nufebaum. 
Nun hat Einer ihn plötzlich gefällt; jedoch was erzählt er? 
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Von den Nüssen mir nahm ein Fünftel Parthenopeia, 
Und ein Achtel trug Philinna dayon; Aganippe 
Raubt' ein Viertel; es freut sich des siebenten Teils Orithyia, 
Und Eurynome pflückt' ein Sechstel sich ab von den Nüssen, 
Hundert und sechs ergriffen die drei Chariten; die Musen 
Nahmen sich neun mal neun. Nur sieben blieben noch übrig. 
Welche du hangen dort siehst an den höchsten Spitzen der Aste. 
[1680] 

15. 
Wer von Gades zur Stadt auf den sieben Hageln will gehen, 

Hat ein Sechstel des Wegs, bis an den Bätis er kommt; 
Von da ist ein Fünftel zu Fylades Fhokischem Lande, 

Das von Rindern voll, hat auch den Namen davon. 
Weiter ein Achtel des Wegs, und er kommt zum Pyrenegebii^e, 

Ein Hundertzwanzigstel braucht's dann, um hinüber zu gehn. 
Zwischen Pjrene darauf und den hochgegipfelten Alpen 

Liegt ein Viertel, und nun kommt schon Ausonisches Land. 
Jetzt ein Zwölftel es ist, bis erscheint des Eridanos Bernstein. 

Hast du der Stadien zweitausend zurück noch gelegt 
Und fünfhundert dazu, o Glücklicher, wende den Schritt dann 

Hin zum ersehneteu Ziel, zu der Tarpejischen Burg. 
[15 000] 

16. 
Weh', ich habe entweiht der Dike heilige Binde, 

Zu sehr schauend nach dir, alles bezwingendes Gold. 
Nichts besitze ich nun; denn trotz ungünstiger Zeichen 

Gab ich ohne Bedacht vierzig Talente dem Freund. 
des wechselnden Glücks! Noch die Hälft' und ein Drittel 
und Achtel 
War mir geblieben, nun ist alles in Feindes Besitz, 
[960J 

17. 
Nimm ein Fünftel des Btbes, mein Sohn; dir aber, o Gattin, 
Werd' ein Zwölftel zu Teil; doch des verstorbenen Einda 
Sohne, vier an der Zahl, die beiden Brüder, die Mutter, 
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Jeder von memem Geld' nehme ein Elftel sich bin. 
Zwölf Talente aollen die Heben Vettern erhalten, 

Und der traute Freund Eubulos nehme aicli fünf. 
Freiheit nnd Eräatz erhalte das treae Gesinde, 

Lohn für geleistete Dienst'; ihnen gebe ich dies: 
FUnf und zwanzig der Minen sei des Onesimos Erbe, 

Du, mein Daos, jedoch sollst dich an zwanzig erfrenn. 
Fünfzig erhalte Syros, zehn Sjnete, Tihios achte, 

Synetos, Syros Sohn, werden noch sieben zu Teil. 
Dreifaig Talente sodann nehmt für die Schmücknng des Grabes, 

Und damit ihr dem Gott opfert der Unterwelt; 
Zwei Talente sei'n für den Scheiterhaufen, die Mahlzeit 

Und das Linnen, und zwei sei'n für die Schmückung des Leibs. 
[660; 1 Talent = 60 Minen] 

18. 
Ich Grabhügel, ich berge die Unglückakinder Fhilinnas, 

Welche deren so viel brachte Tergeblich zur Welt. 

Jünglinge waren ein Fünftel, ein Drittel waren noch Jungfraun, 

Dann der Töchter noch drei, welche erat kürzlich vermählt. 

Endlich waren noch vier, des Lichts und der Stimme entbehrend, 

Welche zum Acheron hin sanken der Mutter vom Schofa. 

[15] 

19. 
Hier diea Grabmal deckt Diophantos — ein Wunder zu schauen! 

Durch arithmetische Kunst lehret sein Alter der Stein. 
Knabe zu sein gewährt ein Sechstel des I^ebens der Gott ihm, 
Als dann ein Zwölftel dahin, hefs er ihm sprossen die Wang'; 
Noch ein Siebtel, da steckt' er ihm an die Fackel der Hochzeit, 

Und fQnf Jahre darauf teilt' er ein Söhnlein ihm zu. 
Weh! onglücklichea Kindl Halb hatt' es das Alter des Vaters 

Erst erreicht, da nahm's Hades, der schaurige, auf. 
Noch vier Jahre ertrug er den Schmerz, der Wissenaehaft 
lebend. 
Und nun aage daa Ziel, welchem er selber erreicht 
[84J 
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Sage, wie lange gelebt hat Democtarea, welclier ein Viertel 
Knabe war, Jüngling ein Fünftel und Mann ein Drittel dea Lebens. 
Als er dann wurde ein Greia mit grauem Haare, da lebte 
Dreii^bn Jahre er noch, und erreicht war die Grenze des Daseins. 

[60] 

21. 
Wie mich der Bruder betrog, der die vom Vater ererbten 

FOnf Talente durchaus wider das Recht hat geteilt. 
Von dem, was er sich nahm, sieben Fünftel des Elftels nur 
hab' ich, 
ThrSnen yergiefsend. Zeus, tief ist der Schlaf, den du 
schläfst. 



22. 
Jemand, welcher durchfuhr die weite Fläche des Meeres, 
Sprach zum Lenker des Schiffs: Wie weit noch ist es zum Hafen? 
Der erwiderte ihm: Sechs tausend Stadien sind es 
Vom Kretäischen Fels zum Sikelischen Berge Peloros. 
Nimm zwei Fünftel des Wegs, den, Schiffer, du jetzt bist gefahren : 
Doppelt so viel noch bleibt, bis in Sicilien wir landen. 
[Zurückgelegt 3333^ , übrig 2666|] 

23. 
Vier Springbrunnen sind's. Der erste fällt den Behälter 
Täglich, der zweite in zwei, der dritte in drei und der vierte 
In vier Tagen. Wie lange wohl währt's, wenn alle geöffnet? 



[>d 



24. 
In vier Stunden vermag zu fallen den ganzen Behälter, 

Was ich ströme hinein, darum ÖfEhe mich gleich. 
Doch den Behälter zu füllen, um gleich viel Stunden mir nach steht 

Dieser zur Rechten, der Dritt' hier um das Doppelte gar. 
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Wenn du beide mit mir vereint läJst fliefsen, so füllen 

Wir den Behälter dir flink. Nenne die Zeit, die es währt. 
L2n Stunden] 



Schau, wie in Erz dasteht der Kyklop Poljphemos. Wie kunstreich 

Hat ihm bereitet der Schmied Äuge und Mund und die Hand, 
Röhren versteckend darin. Zu triefen scheinet der Riese 

Gänzlich fiirwahr! Noch jetzt strömt aus dem Mond ihm 
der Quell. 
Jegliche Röhr' ist geordnet: es wird der Behälter gefilllet 

Durch die Röhre der Hand, wenn drei Tage sie fliefst. 
Einen gebrauchet das Äi^e, zwei Fünftel genügen dem Munde. 

Wer kann nennen die Zeit, welche sie brauchen zu dritt? 



e^^g] 



Wie sie vermischen so flink in dem Becken die herrlichen Fluten, 

Die zwei Flüsse mitsamt Bromios' edlem Geschenk. 
Ganz verschieden jedoch ist der Strömung Stärke; denn Neilos, 

Fliefst er allein einen Tag, füllt er das Becken zum Rand* 
So viel Wasser entströmet der Brust. Dagegen des Bakchos 

Thyrsos, ergiefsend den Wein, braucht drei Tage dazu. 
Doch, Acheloos, dein Hom vollbringt es in zweien. Nun fliefset 

Alle vereint, und ihr füllt sicher das Becken geschwind. 



EH 



27. 
Weib, wie hast du der Armut vergessen! Es lastet doch immer 

Bittere Not auf dir, bringend d«n Stachel der Müh'n. 

Wolle spannst du doch frBher für eine Mine des Tages, 

Und dein älteres Kind wob für ein Drittel und Ein'; 

Auch die jüngere Tochter erwarb eine halbe. Zusammen 

Eine Min' ihr jetzt habt, ist das zum Leben genug? 

re ^ s^l 

Ll7' 17' 17J ■ 
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Wasser zum Bad ergieTsend ^r drei Eroten hier stehen, 
Sendend dahin die Fluten des sch&n hingleitenden Grabens. 
Ich hier rechts, ich fDUe aus weitgeapanneten Fiflgeln 
Dir das Bad schon in dem sechsten Teile des Tages. 
Jeuer links aus der Urne in vier der Stunden es anfüllt. 
Der in der Mitt' aus dem Bogen die Hälfte des Tages erfordert. 
Sage, wie kurz ist die Zeit, in der wir alle es fallen, 
Wenn das Wasser entströmt den Flfigeln, der Urti' und dem 
Bogen. 
[Ij^ Stunde] 



Backsteinfert'ger, ich wünsche gar sehr, das Haus zu vollenden. 
Wolkenlos ist der heutige Tag, und nicht viele der Backstein' 
Brauche Ifh noch; drei hundert im ganzen nur sind es, die fehlen. 
So viel' hast allein du in einem Tage gefertigt. 
Und zwei hundert brachte die tägliche Arbeit des Sohnes; 
Ebenso viele und fünfzig der Eidam lieferte. Wie viel 
Stunden nun währt's, wenn vereint ihr drei euch macht an 
die Arbeit? 
[4| Stunden] 

30. 
Tbränen vergiefst, eh' weiter ihr geht. Hier sind wir begraben. 

Die des Antiochus Haus niederstürzend erschlug. 
Schmausend safsen wir da^ als der Gott den Ort uns des Mahles 

Schnell verwandelt zum Grab. Vier Tegeateu es sind. 
Die hier liegen, Messeuier zwölf und fünf noch aus Argos, 

Aber die Hälfte der Gäsf war aus Sparta der Stadt. 
Auch Antiochus selbst kam um, von dem Fünftel ein Fünftel 

Waren Athener. Korinth weint um den Hylas allein. 
[50] 

31. 
Mit fünf Freundiimell spielt' Nikarete einst und verteilte 
Nüsse au sie. Sie gab Kleis eiu Drittel davon. 



Dn,i,cdb,G00glc 



340 Anhang. 

Sappbo erhielt ein Viertel, Äristodike ein Fünftel, 
Aber Tbeano ein Zwöirt«! und Zwanzigstel auch. 

Der FhilinniB sie schenkt' vom Sechstel ein Viertel; da waren 
Übrig gebliehen tür sia fünfzig der Nässe nur noch. 
[1200] 



Diodor, dn Leuchte der Astronomie, welche Zeit ist's? 
Nimm drei Fünftel der Zeit, die verflofs, seit vom Osten am 

Himmel 
Rollten des Helios Räder dahin, und zähle das viermal: 
Dies ist übrig vom Lauf bis hin zum hesperischen Meere. 
[3^ Stunden sind verflossen] 

33. 
Seiiger Zeus, gefiel es dir denn, dafs thessalische Weiber 
So weit trieben ihr Spiel? Ich sah's, das Auge Selenes 
War entschwunden dem Blick. Es blieb von der Nacht bis 

zum Morgen 
Zweimal so viel als ein Drittel und Siebte! der Zeit, die 
dahin war. 
[6^ Stunden der Nacht sind verfiossenj 

34. 
Sag' mir der Fisatem' Stand, and wie die Planeten an ihnen 

Zogen vorbei, als zur Welt kam mir gestern das Kind. 
Nimm zwei Siebtel der Zeit, die seit dem Morgen ver- 
flossen : 
Sechsmal ao viel noch bleibt bis zum hesperischen See. 
[4^ Stunden des T^es sind verflossen] 

35. 
Auf, Arbeiter, erwacht! Es ist bell und verstrichen ein 
Fünftel 
Von drei Achteln der Zeit, welche der Tag uns noch währt. 
I 7ä Stunden des Tages sind verflossen] 
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36. 
Weh! der Vater ertrank in der Syrtis Lachen. Nach Hause 

Fünf Talente jedoch hat der Bruder gebracht 
Uns von der Fahrt -Er gab als Teil mir doppelt so viel als 

Zweimal ein Drittel yon dem, was er selber hehielt. 
Doch die Mutter erhielt zwei Achtel unseres Anteils, 

Und 8o wurde fürwahr! wider das Recht nicht gefehlt. 

37. 

a. Ich raid der Sockel, worauf ich stehe, wir wiegen nicht wenig. 

b. Ebenso viele Talent' wieget der Sockel mit mir. 

a. Ich allein hin doppelt so schwer als der Sockel, der dir dient. 

b. Und ich wiege sogar dreimal den Sockel von dir. 

[Die erste Bildsäule 4 Ä, ihr Sockel Je, die zweite 3b, 
ihr Sockel 2 k} 



Oieb mir der Minen zehn, so falä' ich dreimal dich, 
äieb da mir zehn, so hab' ich fDnfmal deinen Wert. 



[15f, 18y] 



a. Zwei Minen gieb, und doppelt hab' ich deinen Eest. 

b. Gieb du mir zwei, und viermal fals' ich dich. 

[3t > 4|] 

40. 

Homer an Hesiod auf die Frage, wie grofB die Zahl der 

Hellenen war, die gegen Ilion zu Felde zogen. 

Sieben Herde es waren, gewaltig die Glut; denn es falste 

Fünfzig Spiefse der Herd, und an jedem Spiefs war ein 

Fleischstack. 
Aber ein jegliches Stück neunhundert Achäer umgaben. 
[315000] 
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Ich bin Pallas, geschmiedet aus GoW. Dies brachten zum Opfer 
Jünglinge, Hebend den Sang, dar mir als Weihegescbenk. 

Siehe, die Hälfte des Golda gab her Charistios; Thespis 
Schenkte ein Achtel sodann, Solon den zehenten Teil; 

Aber ein Zwanzigstel dcauf noch Themison. Endlich, was fehlte. 
Nenn der Talent' und das Werk gab Aristodikos her. 
[40 Talente] 

42. 
Den Augeias einmal die gewaltige Kraft des Alkiden 
Fragt' nach der Rinder Zahl, und jener entgegnete also: 
Um des Alpheios Flut, des schnellen, weidet die Hälfte, 
Aber der achte Teil am Hügel, geweihet dem Kronos; 
Am TaraxippoB sodann ein Zwölftel noch, fem an der Grenze; 
Auch ein Zwanzigstel grast im altehrwürdigen Elis, 
Und der dreifsigste Teil blieb in Arkadiens Fluren. 
Was noch übrig der Herd', schaust hier du: fünfzig im ganzen. 
[240] 

43. 
Ich bin ein Löwe von Erz. Am rechten Fufse die Sohle, 

Beide Augen, der Mund sprudeln das Wasser hervor. 
In zwei T^en füllet das rechte Äug' den Behälter _ 

Und das linke in drei, aber die Sohle in vier." 
Schon sechs Stunden genügen dem Mund. Wie lange wohl 
dauert's, 
Wenn geöffnet zugleich Äugen und Sohle und Mund? 
[3^5 Stunden] 

44. 
Auf die drei Bildsäulen des Zethos, des Amphion und ihrer Mutter. 
Wir beide sind zusammen zwanzig Minen schwer. 
Ich Zethos und der Bruder. Wenn ein Dritt«l mir 
Und Amphion den vierten Teil du nimmst, so kommt 
Der Mutter Schwere, sechs der Minen, grad' heraus. 
[Zethos 12, Amphion 8] 
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45. 
Schwer bepackt mit Wein eine Eselin ging anA ein Maultier. 
Und (iie Eselin atöhnte gar seht ob der Schwere der Bürde, 
Ihr (refäbrte es sah und sprach zu dem ächzenden Tiere: 
Mutter, was jammerst du doch nach Art der weinenden Mägdlein? 
Giehst ein Pfund du mir ab, so trag ich doppelt eo viel, als 
Du trägst; nimmst du mir eins, gleich viel dann tr^en wir beide. 
Rechne mir aus, Mathematiker du, was jeder getragen. 
[5, 7] 

46. 
Sonne, Mond uud Gestirne im ringsum schweifenden Tierkreis 
Haben solches Geschick dir verliehn: ein Sechstel des Lebens 
{Sollst bei der lieben Mutter du sein, des Vaters beraubet. 
Dann ein Achtel um Lohn zu dienen zwinget di% Not dich 
Leuten, welche dir feind. Drauf kehrst du heim und erfreuest 
Dich ein Drittel der Zeit an Weib und £ind nach der .Götter 
Willen. Es fallen jedoch durch Skythische Speere die Gattin 
Uud der geliebte Sohn. Du weinst toU Gram um die Teuren, 
Bis der Tod dich ereilt nach sieben und zwanzig der Jahre. 
[72 Jahre] 

47. 
Aufgabe, welche Archimedes unter den Epigrammen fand und 
den in Alexandrien mit der Untersuchung derartiger Dinge 
Beschäftigten übersandte, in dem an Eratosthenes den Eyrenäer 

gerichteten Briefe. 
Sage, Freund, mir genau die Zahl von Helios lündem. 

Sorgsam rechne mir aus, wenn dir Weisheit nicht fremd, 
Wieviel deren es waren, die auf der Lisel Sicilien 

Fluren weideten einst, vierfach in Herden geteilt. 
Jede Herde war anders gefärbt-, die erste war milch weils, 

Aber die zweite erglänzt' von ganz dunkelem Schwarz. 
Braun war die dritte sodann, die vierte scheckig; in jeder 

Hatten die Stiere an Zahl weit das Übergewicht. 
Und in solchem Verhältnis nun standen diese: die weifsen 

Glichen den braunen an Zahl und noch dem dritten Teil 
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344 Anhang. 

Samt der Hälfte der schwarzen, o Freund, zusammengenommeit. 

Weiter der schwarzen Meng' war gleiet dem vierten Teil 
Und dem fünften der Scheck' gen, vermehrt um sämtliche hraune. 

Endlich der scheckigen Stier' Zahl gleichsetzen du mufst, 
Freund, dem sechsten und auch dem siebten Teile der weifsen, 

Noch gerechnet dazu sämtlicher braunen Meng', 
Anders verhielt sich's jedoch mit den weiblichen Rindern: es 
waren 

Die mit weifslichem Haar gleich dem dritten Teil 
Und dem vierten der schwärzlichen Kinder, der Kühe wie Stiere. 

Femer die schwarzen Käh' waren dem vierten Teil 
Und dem fünften der Herde der scheckigen gleich, wenn gerechnet 

Wurden sowohl die Küh' als auch die Stiere dazu. 
Ebenso waren die scheckigen Küh' ein Fünftel und Sechstel 

Aller mit braunem Haar, wenn zur Weide es ging. 
Endlich die braunen Kßh' ein Sechstel waren und Siebtel 

Von der gesamten Herd', welcher weifslich das Haar. 
Kannst da sagen genau, mein Freund, wie viele der Binder 

Dort nun waren vereint, auch wie viele es gab 
- Kühe von jeder Färb' und wohlgenährete Stiere, 

Dann recht tüchtig fürwahr nennet im Reebnen man dich. 
Doch noch zählt man dich nicht zu den Weisen; aber wohlan nun, 

Komm und sage mir an, wie sich dies weiter verhält: 
Wenn die ganze Zahl der weifsen Stier' und der schwarzen 

Sich vereint', alsdann standen geordnet sie da 
Gleich nach Tiefe und Breite; die weiten Fluren Siciliens 

Wurden völlig gefüllt durch die Menge der Stier', 
Stellte man aber zusammen die braunen und scheckigen, alsdann 

Wurde ein Dreieck erzengt, einer stand an der Spitz', 
Und es fehlte keiner der braunen und scheckigen Stiere, 

Noch darunter man fand einen von anderer Färb'. 
Hast du auch dies ausfindig gemacht und im Geiste erfasset, 

Giebst das Verhältnis mir an, Freund, das bei jeder Herd' 
Findet statt, dann mi^st du stolz als Sieger einhergehn, 

Denn hell strahlet dein ßnbm nun in der Wissenschaft. 
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